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Abstract. The testing methods (as in laboratory, as during simulation) under varied loading modes 

are described. The simulation method using transition matrixes is considered. The simulation 

experiment results, allowing estimation of necessary and sufficient realization length estimation, are 

presented.  

Key words: fatigue testing, random process, transition matrix. 

Аннотация. Описаны подходы к испытаниям (как лабораторным, так и численным) при 

разных типах нагружения. Рассмотрен метод моделирования случайных процессов по 

матрице частостей. Представлены результаты численного моделирования, позволяющие 

проанализировать необходимую и достаточную длину процесса для оценки ресурса. 

Ключевые слова: испытания на усталость, случайный процесс, матрица переходов. 

Существующие расчетные методы оценки ресурса основаны, как правило, на 1) 

гипотезах накопления повреждений; 2) информации о сопротивлении усталости при 

регулярном нагружении; 3) методах схематизации случайных процессов. Для расчетной или 

экспериментальной оценки ресурса случайные процессы нагружения необходимо заменить 

схематизированными процессами, по повреждающему воздействию аналогичным 

случайному. Оценке ресурса и построению функции распределения ресурса посвящено 

огромное количество работ, отражающих специфику различных отраслей машиностроения, 

например[1,2]. При этом подходе используются испытания по построению кривой усталости 

при постоянных амплитудах нагружения при регулярном нагружении близком к синусоиде.  

Следует отметить, однако, что гипотезы не надежны, поэтому в практику испытаний 

все больше включаются испытания при случайных и нерегулярных процессах нагружения [3, 

4]. Также испытания при нерегулярных процессах нагружения могут быть использованы для 

построения модифицированной кривой усталости [5]. 

Существует много подходов к решению задачи оценки ресурса. Развитие 

испытательного оборудования позволяет проводить испытания конструкций при различных 

видах нерегулярного нагружения. Наиболее очевидный – это воспроизведение некоторым 

образом записанного эксплуатационного сигнала в лабораторных условиях на стенде. 

Очевидно, что этот путь чрезвычайно долог, т.к. время работы – это годы и десятилетия, и 

даже исключив при испытаниях перерывы в работе, нереально добиться надежных 

результатов, чтобы сделать обоснованное заключение. Обычно случайные 

последовательности (MINITWIST, FALSTAF) предполагают форсирование испытаний в той 

или иной мере. Форсирование может осуществляться как за счет повышения частоты 

нагружения, так и за счет отбрасывания колебаний с малыми амплитудами, которые, по 

мнению исследователя, не оказывают влияния на ресурс.  

 Наиболее перспективным представляется метод фильтрации “racetrack” – метод 

гоночной полосы [6, 7]. При применении этого метода сохраняется как распределение 

амплитуд наибольших полных циклов [8] исходного и отфильтрованного процессов, так и 

последовательность экстремумов, образующих эти наибольшие полные циклы. Последний 

факт имеет большое значение при испытаниях с контролем роста трещины, так как в этом 

случае важна последовательность перегрузок [4], так и при проведении испытаний и 

расчетов в малоцикловой области, где последовательность тоже имеет значение.  
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 Весьма перспективный, хотя и незаслуженно забытый метод испытаний при 

случайном нагружении был разработан Р.Фишером еще в 1985 году (в русском статья вышла 

в переведенном сборнике [9]). Это метод моделирования случайных процессов по 

марковской матрице переходов. Как в любом марковском процессе, вероятность появления 

очередного экстремума зависит только от предыдущего, и не зависит от предыстории. 

Привлекательность метода состоит в том, что исследователь может моделировать случайный 

процесс по свертке реального процесса, т.е. он не воспроизводится один к одному, а имеет 

статистически значимые отличия. Второй положительный момент, это то, что на основе 

огромного статистического материала были созданы стандартные матрицы [32x32], 

позволяющие моделировать случайные процессы с коэффициентом нерегулярности I=0,3 

(широкополосный); I=0,7 (промежуточный) и I=0,99 (регулярный – узкополосный) [9]. 

Коэффициент нерегулярности определяется по формуле [8]: I=No/Nэ, где No – число 

пересечений процессом среднего уровня и Nэ – число экстремумов. Метод моделирования 

процессов по матрицам переходов был разработан для проведения фундаментальных 

исследований свойств материалов при случайном нагружении как при испытаниях с 

помощью сервогидравлических машин, так и для проведения численного эксперимента (см. 

например, [10]).  

Рассмотрим анализ и синтез случайных процессов с помощью марковской матрицы 

переходов. На рис. 1 показан отрезок реализации в преобразованном к последовательности 

экстремумов виде. На рис. 1б показана марковская матрица частостей для данного отрезка 

реализации. На главной диагонали нули. В треугольник правее главной диагонали заносятся 

восходящие размахи от минимума к максимуму. В треугольнике левее главной диагонали 

находятся нисходящие от максимума к минимуму размахи. В клетках с координатами i,j для 

реализации, показанной на Рис. 1а показаны числа повторения размахов (частости) с 

соответствующими максимумами и минимумами. Таким образом, осуществляется анализ – 

свертка реализации.  

Для моделирования случайного процесса по матрице (синтез) используется, в 

частности, датчик случайных чисел. Алгоритм моделирования процесса (синтез) схематично 

показан на рис.2. Он использует заполненные ранее матрицы и датчик случайных чисел. 

Произвольно задается исходный минимум (находится в классе α). Далее моделируется 

восходящий размах начинающийся от минимума α. В строке α содержатся частости, их 

сумма равна Тα. Вычисляется случайная величина RAND * Тα (RAND – случайное число, 

RAND=0…1). Когда сумма частостей в строчке α начиная с главной диагонали вправо 

превзойдет RAND * Тα, это служит сигналом к тому, что искомый максимум найден и его 

величина составляет β. Это будет первый восходящий размах: α – β. Следующим этапом 

следует разыграть следующий за β минимум. Для этого осуществляется переход на главную 

диагональ и подсчитывается сумма частостей влево от главной диагонали Тβ. Вновь 

разыгрывается случайное число RAND (оно, конечно, будет другим) и вычисляется RAND * 

Тβ . Аналогично, когда сумма частостей в строке β начиная с главной диагонали влево 

превзойдет RAND * Тβ, будет определен следующий минимум и его величина составит γ. 

Далее процесс моделирования продолжается до требуемой длины реализации N, выраженной 

в числе экстремумов. 
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Рис. 1. Анализ процесса с целью заполнения матрицы частостей (пример). а) отрезок реализации; б) 

матрица частостей 

 

 

Рис. 2. Алгоритм моделирования последовательности по матрице частостей 

 

Стандартные процессы моделировались по программе, написанной на языке R [11]. 

Для процессов характерно, что текущее среднее у процесса I=0,99 постоянно, у процесса 

I=0,7 почти постоянно, чего нельзя сказать о процессе I=0,3, для которого характерно резкое 

изменение текущего среднего значения. Для всех процессов была проанализирована 

стационарность процессов в узком смысле по отношению к вычисленному ресурсу [12]. На 

Рис.3 для трех процессов показаны зависимости относительного вычисленного ресурса 

(коэффициент угла наклона кривой усталости при моделировании был принят m=7) от длины 

реализации в циклах. Относительный ресурс определяется как величина равная отношению 

вычисленного ресурса при малой длине реализации к ресурсу, вычисленному при 

достаточной длине реализации. В нашем примере это примерно 3500 циклов. Видно, что 

процессы с увеличением длины реализации стабилизируются при длине реализации, 

выраженной в циклах (один цикл образован из двух экстремумов) N/2=2500 циклов (хотя 

процесс I=0,3 гораздо медленнее – N/2=3750 циклов). Эти величины также служат 

определением необходимой и достаточной длины реализации.  

Выводы 

Лабораторный и численный эксперимент при случайном нагружении позволяет лучше 

понять природу усталости металлов. На основании численного эксперимента были получены 

результаты, позволяющие оценить необходимую и достаточную для оценки ресурса длину 

реализации. 
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Рис.3 Анализ необходимой и достаточной длины реализации по трем случайным процессам 
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УДК 539.4 

О НЕКОТОРЫХ ЭФФЕКТАХ НЕОДНОРОДНОГО 
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Abstract. The isotropic medium subject to a prime proportional external power loading is considered. 

Trajectories representation of loading points near the plastic flow front by two-unit line allowed to 

describe qualitatively adequately a number of physical effects in structural strength. It is the 

nonmonotone dependence of the effective plastic strain at fracture on stress triaxiality revealed on the 

double notched tube (DNT) specimen, a kompaktsii/ dilatancies origin as effect of the second order 

accompanying a plastic strain. The offered model allows to describe the effects by correction linearly 

elastic numerical solutions.  

Keywords: stress triaxiality, damage, fracture in shear. 

Аннотация. Рассмотрена изотропная среда подверженная простому пропорциональному 

внешнему силовому нагружению. Двузвенное представление траекторий нагружения точек 

вблизи фронта пластического течения позволило качественно адекватно описать ряд физических 

эффектов в прочности. Это немонотонная зависимость предельной деформации разрушения от 

степени трёхосности НДС, выявленная на полых цилиндрических надрезанных образцах (DNT), 

происхождение компакции/диланансии как эффекта второго порядка, сопровождающего 

пластическую деформацию. Предложенная модель позволяет описать эффекты путём коррекции 

линейно упругих численных решений. 

Ключевые слова: Трёхосность, неоднородное НДС, повреждения. 

Из численных решений выявлено, что при неоднородном напряжённом состоянии 

изотропного тела под статической нагрузкой вблизи 

расширяющегося фронта пластической области материал, 

ещё оставаясь в линейно-упругом состоянии, нагружается по 

криволинейной траектории. Это выражается в повороте 

главных напряжений и/или в изменении соотношения между 

компонентами главных напряжений. В [1, 2] предложено 

указанную особенность представлять в координатах, 

связанных с формулировкой удельной упругой энергии 

деформации (Рис.1). Луч ОА представляет нагружение точки 

инициации нелинейного этапа деформирования (течения). 

Тогда траектории нагружения близлежащих, примыкающих 

точек отклоняются от прямой линии ОВ или ОС (рис. 1 а,б). 

Криволинейную плавную траекторию нагружения 

вторичных по кинетике распространения течения точек 

представим в виде двузвенных ломаных [1,2]. В зависимости 

от локального НДС траекторией нагружения может быть 

как ломаная ОкЕ, так и Оnе (рис. 1). Тем самым предложен 

вариант реализации заключения В.Т.Трощенко 

[3]:«Напряжённое состояние структурного компонента зависит, с одной стороны, от 

напряжённого состояния наиболее нагруженной точки, …, с другой стороны от изменения 

напряжений по геометрическим направлениям, преимущественно вдоль поперечного сечения». 

Предложенная в [1,2] гипотеза о самоподобности кинетического развития пластического 

течения в условиях маломасштабной текучести означает следующее. 

1. При простом нагружении происходит упрочнение (точка E/e выше т.А). 

2. После потери устойчивости, на закритическом этапе деформирования 

дополнительная упругая энергия (|Ok|
2 

или |On|
2
) способствует охрупчиванию в виде снижения 

предельной деформации. 

Рис. 1. Схема траекторий 

нагружения смежных точек 
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3. При повторно статическом нагружении на этапе разгрузки по прямолинейной 

траектории es или Еd возможны остаточные объемные гидростатические напряжения, 

следовательно, и деформации. Причём в зависимости от локального НДС как растягивающие, 

так и сжимающие, что может быть связано с эффектами дилатансии/компакции, петлёй 

гистерезиса. Так, нагружение по траектории Оnе (положительными напряжениями), приводит 

при разгрузке (разрушении) к сжимающим напряжениям (компакции), так как точка s 

расположена в отрицательной области гидростатических напряжений. Рассуждения применимы 

и к нагружению в отрицательной области гидростатических напряжений. (Зеркальная 

симметрия рис.1.относительно оси ординат). Тогда нагружение сжатием может приводить к 

остаточным растягивающим напряжениям (деформациям), т.е. дилатансии. 

Приведённые предположения не противоречат гипотезе В.В.Новожилова [4] «Как 

известно, некоторая доля работы, затрачиваемой на пластическую деформацию, не обращается в 

теплоту, что свидетельствует о накоплении в теле скрытой упругой энергии. Отношение этой 

доли работы ко всей работе, затрачиваемой на пластическую деформацию, с ростом последней 

монотонно убывает. Отсюда следует, что роль упругих микронапряжений в эффекте упрочнения 

постепенно падает…». Таким образом физическая нелинейность на ранних этапах 

деформирования может бать учтена путём соответствующей корректировки линейно упругих 

решений. 

Количественные оценки и сопоставления 

Оценим величину плотности дополнительной энергии упругой деформации 

опосредованно путём оценки величины |OВ|
2
/|OА|

2 
или |OС|

2
/|OА|

2
 (Рис.1) 

[2]:
2

2

1

1
1),,(

i

tek

ПC

ПC
zyxd




 , где С= 

)1(2

21








- структурно чувствительный параметр [5], 

П=0/e показатели напряженного состояния в точке инициации и в примыкающем 

элементарном объёме. Тогда в нагруженном теле дополнительная энергия упругой 

деформации: dVzyxdD  ),,( . В ослабленном нетто сечении осесимметричного 

образца: rdrrdD  )(2
 
На основе этой модели вычислена МКЭ зависимость параметра D 

для цилиндрического образца с двусторонним надрезом (DNT) [6] от соотношения нагрузки 

растяжения и кручения: k= /(+) (рис.2). Из опубликованных результатов экспериментальных 

исследований известно, что изменение трёхосности НДС немонотонно влияет на предельную 

деформацию разрушения. В частности, при статическом растяжении с пропорциональным 

сдвигом (кручением) DNT образцов [6]. Сопоставление рис.2 и рис.3 позволяет предположить, 

что параметр D качественно характеризует меру повреждённости. Отметим, что до значения 

ky0.7 большая часть нетто сечения образца DNT нагружается по траектории Оne (рис.1) и, 

наоборот, вблизи чистого растяжения (k1)– по траектории ОкЕ. При ky 0.75 материал нетто 

сечения снаружи нагружается по траектории ОkЕ, а внутренняя часть – по траектории Оne. На 

приведённой в [6] фрактограмме (SEM) читается псевдо слоистость излома, что может 

 

Рис.2 Расчётная зависимость D в нетто 

сечении образца DNT 
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быть связано с тем, что наружная часть 

подвержена дилатансии (т.d на рис.1), а 

внутренняя – компакции (т.s рис.1). Кривая 

на рис.2 получена при ожидаемо плохой 

сходимости по сетке МКЭ, что связано с 

высокими градиентами напряжений. 

Поэтому  

серия расчётов проведена для трубчатого 

образца с мягким внешним надрезом 

(рис.4). Кроме изменения условий 

нагружения посредством величины k, 

менялся диаметр расчётной модели при 

постоянстве толщины стенки (t=2мм). Так 

же получена аномалия в зависимости 

параметра D от трехосности в нетто 

сечении. Однако аномально минимальные 

значения D 

получены при нагружении квази сдвигом 

(ky0.2) на модели с наружным диаметром 

7.2мм. На рис.4 значения D приведены в 

зависимости от площади поперечного 

ослабленного выточкой нетто сечения 

трубчатой модели, поэтому график можно 

считать иллюстрацией масштабного 

фактора. Верхняя кривая Рис.4 связана со 

сплошным цилиндром с мягкой выточкой. 

Для диаметров расчётной модели менее 

7мм нагружение поперечного сечения 

происходит по траектории ОкЕ, при 

диаметрах больших 7.4мм - по траектории 

Оne. Тогда при снятии нагрузки или 

разрушении образца траектория разгрузки 

– e-n-s, т.е. материал из состояния 

положительных гидростатических 

напряжений переходит к сжимающим. 

Отметим, что дисторсия, инструментально 

измеряемая при сжатии с кручением 

чугунных трубчатых образцов, выявляется 

на диаметрах 80мм [7]. 

На рис.5 приведены значения D для 

задачи консольного изгиба балок 

одинаковой поперечной площади, но разных сечений. Во всех случаях нагружение 

микрообъёмов реализуется по траектории Оne. Изменение значений k связывается с изменением 

длины консоли, т.е. с варьированием изгибающего момента при постоянной поперечной силе. 

Значение k=max/(max+max) рассчитано для напряжений max,max в разных точках поперечного 

сечения по формулам сопротивления материалов. Значение k=1 означает квази чистый изгиб. В 

обзоре [3] приведена ссылка на вывод о том, что «наименьшее значение предела усталости 

проявляется в сечениях, где большая порция материала 

 
Рис.3 Экспериментальная зависимость 

предельной деформации разрушения от условий 

нагружения[6] 

Рис.4 Зависимость параметра D от 

площади поперечного сечения 

Рис.5 Зависимость параметра D от 

условий консольного изгиба и формы 

поперечного сечения балки 
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расположена в

высоконагруженной области». Для

приведённых сечений это квадрат

(нижняя кривая). На рис. 6(слева)

приведены изолинии эквивалентных

напряжений и поверхностный рельеф

плиты с отверстием под действием

циклической нагрузки [8]. Авторами

ставится вопрос:. «Почему в

первоначально структурно однородном

материале трещина возникает в зоне С, а 

не в зонах В, где, как показывает эксперимент, интенсивность деформаций достигает

максимальных значений?». Справа показан результат расчёта эффективной величины

эквивалентных по Мизесу напряжений в соответствие с [2]. Обнаружены локальные

экстремумы, не выявляемые обычным расчётом. Здесь величина D имеет обратное

распределение: локальному максимуму max соответствует локальный минимум D и наоборот. 

Сопоставляя Рис. 5 и Рис.6 с учётом приведённых замечаний можно заключить, что скалярная

величина D как мера повреждённости должна дополняться траекторией нагружения-

разгрузки, т.е. некоторыми векторными характеристиками. 
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Рис.6 Экспериментальное [8] и расчётное

исследование НДС в плите с отверстием по 

развиваемой модели 
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УДК 621-825 

ДИНАМИЧЕСКАЯ НАГРУЖЕННОСТЬ ЭЛЕМЕНТОВ СИЛОВЫХ 

ПРИВОДОВ МАГИСТРАЛЬНЫХ ТЕПЛОВОЗОВ 

DYNAMIC LOADING OF ELEMENTS OF THE ACTUATORS LOCOMOTIVES 

 

Евдокимов А.П. – д.т.н., ведущий научный сотрудник 

Институт машиноведения им. А.А. Благонравова РАН 

 

Abstract. The results of experimental studies of dynamic response of the drive 

elements locomotives in transient modes of operation. Presents the plots of the 

obtained results, the dynamic torque on the shafts of the drive mechanisms. It is 

shown that working process of the power plant and the torsional rigidity of elastic 

shells, in varying degrees, affect the level of torsional oscillations in transient 

regimes. 

Key words: dynamic torque, torsional vibration, rubber-cord casing, hydraulic 

transmissions, power drive.  

 

Аннотация. Приведены результаты экспериментальных исследований 

динамической нагруженности элементов приводов магистральных тепловозов в 

переходных режимах работы. Представлены графики полученных результатов 

динамического крутящего момента на валах механизмов привода. Показано, 

что рабочий процесс силовой установки и крутильная жёсткость упругих 

оболочек в различной степени влияют на уровень крутильных колебаний в 

переходных режимах. 
Ключевые слова: динамический крутящий момент, крутильные колебания, резинокордная 

оболочка, гидродинамическая передача, силовой привод.  

 

Современный подвижной состав железнодорожного транспорта оснащается мощным  

и совершенным оборудованием, отличается высокой скоростью движения и значительными 

динамическими нагрузками [1]. Безотказная работа таких изделий в значительной степени 

определяется показателями надёжности силовых приводов. Элементы таких приводов 

подвержены действию значительных динамических нагрузок, обусловленных рабочими 

процессами механизмов [2, 3, 4].  

Экспериментальные исследования динамической нагруженности силовых 

приводов проводились на магистральном тепловозе ТГ21, схема которого 

представлена на рис.1, методом тензометрии. 
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Рис. 1. Силовой привод тепловоза ТГ21(22): 1-дизель 6ЧН21/22; 2, 11-упругая муфта; 3-входной вал 

гидропередачи; 4-гидропередача ГП1050/211; 5-гидропривод вентилятора; 6-вал отбора мощности; 7-

гидродинамический редуктор; 8-карданный вал; 9-вспомогательный генератор ГП406-УХЛ2; 10-компрессор 

ВУ3,5/9-1450.  ▼ – места установки тензодатчиков 

 Условные обозначения на графиках: : nд – частота вращения дизеля; 

динамические крутящие моменты на валах: Fвх.в.ГП – гидропередачи; FВОМ – 

отбора мощности; Fген – вспомогательного генератора. 

Экспериментальные исследования предусматривали следующие этапы. 

Этап 1. При переключении контроллера частота вращения коленчатого 

вала резко снижалась (рис. 2) и через 2сек. наблюдалось минимальное её 

значение. Затем происходило небольшое увеличение и стабилизация частоты 

вращения вала. Этому значению времени соответствовало максимальное 

значение динамического крутящего момента на валах механизмов привода. 

Наибольшее значение нагрузки происходило на входном валу 

гидродинамической передачи. 

 

 

 

 
Рис. 2. Дизель работает под нагрузкой (I ГТР), 

С=15400 кг·м/рад 

 Рис. 3. Дизель работает под нагрузкой (II 

ГТР), С=15400 кг·м/рад 

 

На валу отбора мощности гидропередачи наблюдался неоднократный 

всплеск нагрузки. Это можно объяснить тем, что вал отбора мощности передаёт 

вращающие моменты на гидропривод вентилятора, вспомогательный генератор 

и гидроаппараты. К тому же выходной вал гидропередачи передаёт вращающий 

момент на колёсные пары при помощи карданного привода. 
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Этап 2. Минимальная частота вращения коленчатого вала дизеля была 

зафиксирована через 3,5 сек. после переключения позиции контроллера (рис. 3), 

что также соответствовало максимальному значению динамической нагрузки 

на валах механизмов. Изменение максимального значения динамического 

крутящего момента здесь происходило более плавно. Нагрузки на валу вала 

отбора мощности гидродинамической передачи оказались выше, чем на валу 

вспомогательного генератора. 

Этап 3. На данном этапе экспериментов получены следующие 

результаты. Через 8,5 сек. после переключения позиции контроллера 

происходил резкий всплеск нагрузки (рис. 4). Максимальное значение 

динамического крутящего момента также наблюдалось на входном валу 

гидродинамической передачи. На валу вспомогательного генератора нагрузка 

была немного ниже. Более плавный характер изменения динамического 

крутящего момента происходило на валу вала отбора мощности гидропередачи. 

 
Рис. 4. Дизель работает на холостом ходу, С = 15400 кг·м/рад 

 

Этап 4. Здесь наблюдается заметное снижение динамической 

нагруженности на входном валу гидропередачи (рис. 5). Характер изменения 

нагрузки был более плавный. Характерной особенностью является тот факт, 

максимальное значение нагрузки на валах гидропередачи происходило через 3 

сек., а на валу вспомогательного генератора – через 4 сек. 

 

 

 

 
Рис. 5. Дизель работает под нагрузкой (I ГТР), С 

= 5000 кг·м/рад 

 Рис. 6. Дизель работает под нагрузкой (II 

ГТР), С = 5000 кг·м/рад 
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Этап 5. При работе силового привода на II ГТР происходило резкое 

изменение значения нагрузок на валах механизмов (рис. 6). Это объясняется 

большой чувствительностью РКО с низкой крутильной жёсткостью к 

значительным динамическим нагрузкам в элементах привода силовой 

установки.  

Этап 6. Характер изменения нагрузок происходит аналогично с кривыми 

графиков этапа 3 (рис. 7). Заметное возрастание динамического крутящего 

момента так же было зафиксировано на входном валу гидропередачи. Всплеск 

нагрузки наблюдался на минимальной частоте вращения коленчатого вала 

дизеля.  

 
Рис. 7. Дизель работает на холостом ходу, С = 5000 кг·м/рад 

  
Из анализа графиков следует, что более продолжительный период работы силовой 

установки сопровождался значительными динамическими нагрузками резинокордной 

оболочки с меньшей крутильной жёсткостью. В результате происходило снижение 

деформации кручения валов механизмов и уровня крутильных колебаний с одновременным 

сокращением срока службы резинокордных оболочек. 
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EXPERIMENTAL EVALUATION OF STRENGTH OF GRAIN-REINFORCED 

POLYMERIC COMPOSITES UNDER COMPLEX STRESS 
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Abstract. The results of mechanical tests of grain-reinforced composites on the base of synthetical 

rubber are presented. These tests were carried out in the plane stress conditions in wide range of the 

strain rate intensity. It was shown that the ultimate characteristics of materials depend substantially on 

the strain rate. At fixed value of the strain rate intensity it is possible to use the modified energetic 

theory of strength to prediction of the failure conditions of materials. Approach of the accumulated 

damage evaluation can be use at loading with change of the strain rate. 

Key words: composites, complex stress, strength, criteria. 

Аннотация. Представлены результаты механических испытаний зернистых полимерных 

композитов на основе синтетического каучука в условиях плоского напряженного состояния в 

широком диапазоне интенсивности скоростей деформаций. Показано, что предельные 

характеристики материалов зависят от скорости деформирования. При фиксированном значении 

интенсивности скоростей деформаций для прогнозирования условий разрушения пригодна 

модифицированная энергетическая теория прочности. Подход оценки накопления повреждений 

в материале может быть использован при нагружениях, сопровождающихся существенным 

изменением скорости деформации. 

Ключевые слова: композиты, сложное напряженное состояние, прочность, критерии. 

Зернистые полимерные композиты представляют широкий класс конструкционных 

материалов, основой которых являются различные каучуки и порошкообразные наполнители, 

придающие композитам необходимый комплекс физико-механических и эксплуатационных 

характеристик. Подобные материалы проявляют при деформировании ярко выраженное 

вязкоупругое поведение. Предельные характеристики подобных материалов существенно 

зависят от скорости нагружения или деформирования. Основным видом механических 

испытаний, по результатам которых определяются предельные характеристики полимерных 

материалов, является растяжение при фиксированной скорости деформации. Тем не менее, в 

большинстве случаев элементы конструкций испытывают в процессе эксплуатации сложное 

напряженное состояние. В этой связи для оценки механических характеристик материала 

целесообразно проведение испытаний в условиях сложного напряженного состояния. Подобные 

испытания необходимы для определения критериев разрушения материалов при различных 

видах напряженного состояния. 

Целью данной работы является экспериментальное исследование предельных 

характеристик двух модификаций зернистых композитов на основе синтетического каучука при 

плоском напряженном состоянии. Приведены результаты испытаний материалов при 

растяжении, кручении и при одновременном действии растягивающей нагрузки и крутящего 

момента в широком диапазоне изменения интенсивности скоростей деформаций. Предложено 

обобщение энергетической теории прочности, позволяющее учесть влияние скорости 

деформации при оценке прочности элементов конструкций. Для оценки условий разрушения 

композитов при нагружениях, сопровождающихся изменением скорости деформации в широких 

пределах, предложен подход, основанный на оценке поврежденности материала.  

Представлены результаты испытаний двух модификаций зернистого полимерного 

композита на основе синтетического каучука, наполненного мелкодисперсными частицами 

                                                
1 Работа выполнена при поддержке РФФИ, грант № 15-08-03604 
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окислов магния и кальция. Общее содержание наполнителей в композитах составляло 60% по 

массе для материала А и 70% - для материала В. Различное содержание дисперсных 

наполнителей в материалах обусловливает и разный уровень их прочности и жесткости. При 

нагружении оба материала проявляют ярко выраженное вязкоупругое поведение и сильную 

зависимость предельных характеристик от скорости деформации. Прочностные свойства 

исследуемых материалов при плоском напряженном состоянии определены по результатам 

испытаний образцов в виде полых цилиндров. Внешний и внутренний диаметры рабочей части 

образцов материала А составляли 24 и 16 мм, образцов материала В – 34 и 26 мм. Длина 

образцов материала А составляла 70 мм, материала В – 110 мм. Нагружение образцов 

осуществлялось растягивающим усилием и крутящим моментом. Часть образцов материала В 

испытана при одновременном нагружении растягивающей силой и внутренним давлением. Все 

эксперименты проведены в режиме постоянства интенсивности скоростей деформаций, которая 

варьировалась в широких пределах – от 10
-4

 до 2 1/с. Испытания проведены на 

электромеханической установке для исследования механических свойств полимерных 

материалов при сложном напряженном состоянии [2]. Установка обеспечивает 

пропорциональное нагружение образцов полимерных материалов в исследуемом диапазоне 

скоростей деформаций. Все испытания материалов проведены при температуре 20
о
С. В 

процессе испытаний получены экспериментальные зависимости силовых факторов и 

перемещений от времени испытания. Растягивающее напряжение Z , возникающее в образце 

под действием растягивающего усилия, вычислялось как отношение силы к исходному сечению 

образца. Растягивающее напряжение  , возникающее в образце под действием внутреннего 

давления P , определялось по формуле Лапласа: / 2Pd h  , где d  - средний диаметр 

поперечного сечения образца, h  - толщина стенки. Касательное напряжение при кручении z  

определялось по известной формуле: 2 /z kM Fd  , где kM - крутящий момент, F - площадь 

поперечного сечения образца. В экспериментах с внутренним давлением наибольшее значение 

радиального напряжения r  было меньше   в 8.5 раз и поэтому принималось равным 0. 

Продольная деформация z  определена как отношение приращения длины к ее исходному 

значению. Материал принимался несжимаемым и деформации r  и   считались равными: 

/ 2r z    . Сдвиговая деформация z  вычислялась по величине угла закручивания  : 

/ 2z d l  . Деформации zr  and z принимались равными 0. Результаты испытаний 

представлялись в виде зависимостей интенсивности напряжений i  от интенсивности 

деформаций i . Для вычисления i  and i  использовались известные 

соотношения: 2 2 1/2

1 2 1 2
( )

i
       , где 1  and 2  -главные 

напряжения: 2 2 1/2

1,2
( ) / 2 [( ) 4 ]

z z z  
          ; 

2 2 2 2 1/2
( 2 / 3)[( ) ( ) ( ) 3 / 2]

i z r r z z  
              . 

На рис. 1(а) представлены экспериментальные зависимости z  (кривая 1) и z  (кривая 

2) от времени для материала А, полученные в одном из проведенных испытаний при действии 

растягивающей силы и крутящего момента. Эти зависимости получены при постоянных 

значениях скоростей деформаций: 
1

1.4
z

c


  и
1

2.3
z

c





 , что соответствует значению 

интенсивности скоростей деформаций 
11.92c
. Осредненные диаграммы 

( )
i i

 
 для различных 

значений i


 представлены на рис. 1(б). Зависимость 1 получена при 
1

0.02c


 , зависимость 2 

– 0.2 c
-1

, зависимость 3 – 2 c
-1

. Для каждого значения скорости деформации проведено по 3 

испытания. Разброс экспериментальных данных не превышал 10%. Представленные на рис. 1 

данные показывают, что предельные значения напряжений и деформаций в значительной 

степени зависят от скорости нагружения. Эту зависимость необходимо учитывать при оценке 
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работоспособности элементов конструкций из подобных материалов. 
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Рис.1. а) Экспериментальные зависимости растягивающего (1) и сдвигового (2) напряжений для 

материала А. б) диаграммы 
( )i i 

материала А, полученные при различных значениях интенсивности скоростей 

деформаций: 1- i =0.02 с
-1
; 2- 0.2 с

-1
; 3- i = 2 с

-1
 

 

Известно большое количество теорий прочности, определяющих условия разрушения 

материалов при сложном напряженном состоянии. Экспериментальные данные, полученные в 

соответствии с описанной методикой, использованы для проверки обобщения известной 

энергетической теории прочности. В соответствии с этой теорией разрушение материала 

происходит при величине интенсивности напряжений, равной прочности материала при 

растяжении [1]. Учитывая, что развивающиеся при нагружении материала напряжения и 

прочность материала при растяжении зависят от скорости деформации, представляется 

естественным записать рассматриваемый критерий в более общем виде: 2 2( ) ( ) 1        , 

где: *

1 / ( )p     ; *

2 / ( )p     - приведенные главные напряжения; 1 , 2  - главные 

напряжения; * ( )p  - зависимость прочности материала при растяжении от скорости 

деформации. При фиксированной скорости деформации обобщенный критерий разрушения 

имеет такой же вид, как и классический, но значение прочности материала при растяжении 

принимается с учетом зависимости этой характеристик материала от скорости деформации. 

Экспериментальные зависимости * ( )p  , представленные в полулогарифмических координатах, 

аппроксимировалась линейной зависимостью: *

0(1 ln )k    , где 0  и k  - постоянные. 

Получены следующие значения постоянных для материала А: 0 = 6.71 MПa, k = 0.0405; для 

материала В: 0 = 21.3 MПa; k =0.0465. При фиксированной скорости деформации обобщенный 

критерий разрушения имеет такой же вид, как и классический, но значение прочности материала 

при растяжении принимается с учетом зависимости этой характеристик материала от скорости 

деформации. 

На рис. 1 в координатах приведенных главных напряжений представлены результаты 

экспериментальной проверки предложенного обобщения энергетической теории прочности для 

исследуемых материалов. Точки 1 – 5 - результаты испытаний отдельных образцов при 

различных видах напряженного состояния и различных значениях интенсивности скоростей 

деформаций, 6 – расчетные зависимости. Предельная линия А определяет допустимый уровень 

нагрузок для исследуемых материалов при плоском напряженном состоянии в соответствии с 

принятым критерием растяжения. Линии В и С соответствуют отклонению в 10% от 

номинальных условий разрушения, определяемых критерием.  
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Рис.2. Результаты экспериментальной проверки энергетического критерия разрушения полимерных 

материалов. 1, 2, 3 – экспериментальные данные для материала А при различных значениях интенсивности 

скоростей деформаций: 0.02 1/с (1); 0.2 1/с (2), 2 1/с (3). 4, 5 - экспериментальные данные для материала В: 10
-4
 1/с 

(4); 2 1/с (5); 6 – расчет. 
Из анализа представленных данных можно сделать вывод, что предлагаемое обобщение 

энергетической теории прочности позволяет удовлетворительно описать условия разрушения 

исследуемых материалов при фиксированных значениях интенсивности скоростей деформаций 

в диапазоне от 10 
-4

 до 10 
-1 

1/ с. При высокой скорости деформации (2 1/с) для материала В 

наблюдаются значительные расхождения между экспериментальными и расчетными данными 

при напряженных состояниях, близких к сдвигу. При существенном изменении скорости 

деформации в процессе нагружения применение обобщенного критерия прочности 

затруднительно в связи с тем, что при этом не учитывается промежуточное изменение скорости 

деформации. В этом случае для оценки условий разрушения материала возможно использовать 

подход, основанный на оценке поврежденности материала в процессе деформирования. В 

соответствии с этим подходом [3] вводится в рассмотрение параметр поврежденности   и 

принимается, что разрушение материала происходит при условии 1  . для приращения 

поврежденности ( )d t  примем: ( ) ( ) / [ ( )]
i

d t d t t     и критерий разрушения 

принимает более общий вид:

*

1

0

[ ( )] ( ) 1

t

i
t d t    . Легко показать, что при постоянной 

скорости деформирования этот критерий соответствует предложенному обобщенному 

энергетическому критерию разрушения. 

 

Работа выполнена при поддержке РФФИ, грант № 15-08-03604 

Литература 

1. И.И. Гольденблат, В.А. Копнов .Критерии прочности и пластичности конструкционных 

материалов. М., Машиностроение. 1968, 192 с.  

2. Ю.П. Зезин. Зезин Ю.П. Методика исследования механических свойств полимерных 

материалов при сложном напряженном состоянии в широком диапазоне скоростей нагружения. 

Заводская лаборатория. 1988. № 8. С. 75 -78. 

3. Работнов Ю.Н. О механизме длительного разрушения. Вопросы прочности материалов и 

конструкций. М.: Изд-во АН СССР. 1959. С. 5 – 7.  



20 

УДК 621.4 

МОДЕЛИРОВАНИЕ НДС ТОНКОСТЕННЫХ НЕСУЩИХ УЗЛОВ КРУПНЫХ 

СТРОИТЕЛЬНЫХ ПЕРЕКРЫТИЙ МЕТОДОМ ФОТОУПРУГОСТИ 

MODELLING OF THE STRESS-STRAIN STATES OF THIN-WALLED BEARING JUNCTIONS 

FOR OVERLAPPINGS OF LARGE BUILDING DESIGNS BY THE PHOTOELASTICITY 

METHOD 

Н.А.Махутов - член кор.РАН, г.н.с, М.М.Гаденин - к.т.н.,в.н.с, А.Д.Кондратьев - с.н.с. 

Институт машиноведения им. А.А. Благонравова РАН 

 

Abstract. Ambiguity of numerical calculations of stress-strain states results for thin-walled bearing 

junctions of spatial blankings of civil and defensive building structures, has demanded carrying out 

of corresponding experimental researches on models from optically sensitive material with use of 

strains freezing. To this effect the technique has been developed and the patent №123934 is 

received. This patent contains the technological decision which allows optimally to assign power 

and geometrical similarities with possibility of research of mating zones for junctions elements. 

Keywords: thin-walled structures, stress-strain states, photoelasticity 

 

Аннотация. Неоднозначность получаемых результатов при численных расчетах НДС 

тонкостенных несущих узлов пространственных перекрытий гражданского и оборонного 

назначения, потребовало проведения экспериментальных исследований на моделях из 

оптически чувствительного материала с применением замораживания деформаций. Для 

этого была разработана методика и получен патент №123934, включающий технологическое 

решение, позволяющее оптимально назначить силовое и геометрическое подобии с 

возможностью исследования зон сопряжения элементов узлов.  

Ключевые слова: тонкостенные конструкции, НДС, фотоупругость 

 

Обеспечение безопасной эксплуатации проектируемых и эксплуатирующихся 

крупнейших инженерных объектов гражданского и оборонного назначения по параметрам 

прочности ресурса и живучести базируется, в том числе, и на основе экспериментально-

расчетного анализа НДС в их наиболее нагруженных элементах и узлах в сочетании с 

результатами диагностики и мониторинга параметров их состояния в процессе эксплуатации 

на всех стадиях жизненного цикла [1].  

 На стадии проектирования таких объектов, как тонкостенные несущие узлы крупных 

строительных перекрытий, особое значение для обеспечения достоверности определения 

напряженно-деформированных состояний (НДС) их наиболее нагруженных несущих узлов, 

является учет технологических и эксплуатационных условий их изготовления и работы. 

Конструкция такого перекрытия, предназначенного для аэровокзального комплекса, 

представляет собой двухпоясную сетчатую, с регулярными ячейками структуру, стороны 

которой образованы плоскими фермами с параллельными поясами. При этом фермы 

соединяются узлами, имеющими форму шестиугольных звездочек [2]. На стадии 

проектирования рассматриваемой конструкции было выполнено экспериментальное 

моделирование НДС тонкостенного несущего узла в виде показанной на рис. 1 шестилучевой 

звездочки.  

 Исследование проводилось на пространственных моделях несущих узлов из 

оптически чувствительного материала в масштабе подобия 1:4 с применением 

замораживания деформаций. Модуль упругости материала модели, находящегося в 

высокоэластичном состоянии, составлял Емод=20 МПа. В этих условиях необходимо было 

решить задачу сочетания оптимального назначения силового подобия, обеспечивающего 

одновременно необходимую картину интерференционных полос, и недопущения депланации 

нагружаемых элементов модели, которая приводит к потере устойчивости элементов и 

спонтанному разрушению модели. 
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а)      б) 

Рис. 1. Схема приложения расчетных нагрузок к элементам соединительных узлов исследуемой модели 

(а) и ее фото (б) 

При моделировании необходимым условием является выполнение закона подобия 

Гука ( модмоднатнат // ΕΕ   ) и закона Пуассона для модели и натуры )( моднат   . Эти 

законы подобия требуют, чтобы деформации натуры и модели были одинаковы, и 

предполагают одинаковые числа поперечного растяжения. Чаще всего при оптическом 

моделировании эти условия не выполняются. При проведении таких исследований для 

получения достаточных для анализа данных оказывается необходимым создавать в модели 

бóльшие деформации, чем в натуре, т.е. исследование в этом случае осуществляется в 

условиях так называемого «расширенного закона подобия».  

 В представляемом исследовании созданные большие деформации были малы по 

сравнению с геометрическими размерами модели, что практически не нарушало 

геометрического подобия, т.е. напряжения в модели и натуре в таком случае будут подобны.  

 Для решения задачи моделирования и анализа напряжений применительно к 

рассматриваемому узлу перекрытия с применением метода замораживания необходимо 

строго соблюдать технологию изготовления модели. Для исследуемой модели наиболее 

ответственным моментом являлась склейка ее составных элементов с учетом строгого 

соблюдения соосности и циклической симметрии шестиугольной звездочки. Это 

обеспечивалось с помощью специальных делительной головки и регулирующих 

направляющих.  

 Как уже упоминалось, на рис. 1 представлены общий вид модели несущего узла 

рассматриваемого перекрытия и схема приложения нагрузок в его поясах и раскосах, 

отношения которых составляют соответственно 1 и 0.6. Сама модель и материал для модели 

были изготовлены по технологии и на оборудовании в Лаборатории механики разрушения 

ИМАШ РАН [3]. Отладка процесса нагружения и соблюдение температурного режима 

замораживания модели выполнялись с помощью специальной оснастки и прозрачного 

термостата (рис. 2).  

 При измерениях на моделях величину безразмерных напряжений 21   , или t  

можно определить по выражениям tm /021   , tmt /0  , где т - измеренный порядок 

полос; t - толщина среза; 1 , 2  - главные напряжения; 
 t  - напряжение на контуре, 

свободном от внешней нагрузки.  
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Величина оптической постоянной 0  (в безразмерных напряжениях) определяется 

соотношением m /00  . Для пересчета напряжений модели на натуру используется 

выражение мод

2

нат   Rkk  и соответствующие формулы для пересчета деформаций и 

перемещений. При этом все масштабы можно выбирать независимо, обеспечив лучшие 

условия проведения эксперимента и точность получаемых результатов. 

 
 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

Показанные на рис. 3 эпюры напряжений достаточно точно отражают симметричность 

нагружения модели. Это в равной мере относится как к плоским элементам, так и к срезам 

цилиндрического стержня модели. При этом полученная картина полос позволила произвести 

измерения и построить эпюры разности главных напряжений. Однако, на этом варианте модели 

оказалось затруднительным определить величины напряжений на свободных контурах из-за склейки 

в зонах сопряжения плоских элементов со стержнем. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Для анализируемого несущего узла конструкции было предложено технологическое решение, 

расширяющее возможность исследования НДС в наиболее нагруженных зонах сопряжения элементов 

и не нарушающее условие моделирования (рис. 4). Места склейки были выполнены на расстоянии 

 I - монтаж модели в термостате; II – плавный 

прогрев модели; III – высокоэластическое 

состояние (выдержка); IV – плавное 

охлаждение; V – свободное охлаждение вместе с 

термостатом; A - регулировка нагрузок; 7,8,9,10 

– номера и расположение контролирующих и 

регулирующей «P» термопар. 

Рис. 4 Схема усовершенствованной модели для исследования НДС 

Рис. 3. Эпюры напряжений 2 max  

для зон присоединения пластин 4 и 

3 к соответствующим зонам 

стержня (7, 11, 15). 

Рис. 2 Температурно-временной режим замораживания модели 
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105/ rl , что соответствует длине полуволны затухания концентрации напряжений; при этом l – 

расстояние от цилиндрической поверхности центрального элемента до мест склейки с плоскими 

периферийными элементами, r – радиусы галтелей (рис 3) в зонах соединения цилиндрической части 

центрального элемента с плоскими периферийными элементами (в реальных моделях r=1÷5 мм). На 

данную методику, позволяющую измерять НДС в зонах сопряжения элементов, а также более 

обоснованно выбирать расчетные схемы для численных расчетов, получен патент № 123934 [3].  

Результаты выполненных измерений и соответствующих вычислений показывают, что 

концентрация напряжений в некоторых верхних зонах присоединения плоских элементов 

обусловливает наличие местных напряжений, в разы превышающих номинальные. Наличие такой 

концентрации напряжений особо опасно при длительной эксплуатации пространственной 

конструкции, несмотря на применение легированных сталей (типа класса прочности 390), имеющих 

хорошие показатели пластичности [2].  

 Сочетание численных расчетов и экспериментальных данных о НДС и механических 

свойств применяемых строительных сталей (пределов прочности в , пластичности f , 

модуля упругости Е, а также показателей степени для кривой усталости в 

упругопластической mp и упругой областях me) позволяет в соответствии с [4] выполнить 

оценку долговечности N рассматриваемых элементов натурных сооружений при действии 

рабочих и технологических нагрузок согласно выражению 

)1/()1(4100

100
ln

)1/()1(4

в*

rrNrrN

E
ep m

f

ma



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





 . 

 При этом, если местные максимальные σ
*
max, амплитудные σ

*
а и средние σ

*
m условные 

упругие напряжения от эксплуатационных нагрузок определены экспериментально или из 

решения соответствующей упругой или упругопластической задачи, то допускаемые в 

эксплуатации амплитуды условных упругих напряжений [σ
*
а] при заданном числе циклов до 

разрушения или допускаемые числа циклов [N] (допускаемая долговечность) при заданной 

амплитуде условных упругих напряжений определятся по приведенному выше выражению с 

введением в него соответствующих коэффициентов запаса по напряжениям n или числу 

циклов nN.  
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УДК 539.3 

ГРАДИЕНТНЫЙ ДЕФОРМАЦИОННЫЙ КРИТЕРИЙ ХРУПКОГО 

РАЗРУШЕНИЯ 

THE GRADIENT OF THE DEFORMATION CRITERION OF BRITTLE FRACTURE 

В.Д. Кулиев
2
 - д. ф.-м. н., проф., Е.М. Морозов

3
 - д. т. н., проф.  

evgeny.morozof@gmail.com  

 

Abstract. Formulated a new criterion for fracture emanating from the assumption that brittle 

fracture occurs when the gradient of the deformation reaches the limit value. Analytically the 

presence of the deformation gradient on the boundary of the drop in body temperature and no 

stresses normal to the straight crack front, at time zero. Presents results of a preliminary experiment 

with samples from silicate glass with a suddenly change of temperature. 

Key words: brittle fracture, deformation fracture criterion, abrupt temperature change in space and 

time. 

 

Аннотация. Сформулирован новый критерий разрушения, исходящий из предположения, 

что хрупкое разрушение наступает, когда градиент деформации достигает предельного 

значения. Аналитически показано наличие градиента деформации на границе перепада 

температуры тела и отсутствие напряжения, нормального к прямолинейному фронту 

трещины, в нулевой момент времени. Представлены результаты предварительного 

эксперимента с образцами из силикатного стекла при резком изменении температуры. 

Ключевые слова: хрупкое разрушение, деформационный критерий разрушения, 

скачкообразное изменение температуры по пространству и времени. 

 
Один из видов нарушения прочности твёрдого деформируемого тела это хрупкое 

разрушение. Оно происходит внезапно, на фоне макро упругой деформации, опасность его 

очевидна, и разработка новых и развитие существующих критериев хрупкого разрушения 

весьма актуальны.  

Среди существующих критериев можно назвать классические первую (наибольших 

растягивающих напряжений, Г. Галилей) и вторую (наибольших растягивающих 

деформаций, Е. Мариотт) гипотезы прочности. Несмотря на архаичность в некоторых 

случаях они находят применение. Существуют критерии, исходящие из предположения, что 

в местах концентрации напряжений, в самой опасной точке, напряжение превышает 

предельное на определённый процент [1]. Имеются родственные критерии, в которых 

введены ограничения на область с высоким градиентом напряжений. Для моделей 

материалов с разномасштабной иерархической структурой также используют градиенты 

напряжений в качестве критериев разрушения.  

Нами предлагается критерий возникновения хрупкого разрушения в континуальной 

среде в виде равенства  

 ,    (1) 

в котором  - компонента растягивающей деформации в направлении нормали к фронту 

разрушения (трещины), а  - эмпирическая величина предельного градиента деформации как 

характеристики материала. 

Поясним сделанное предложение следующим примером. Пусть в трёхмерном теле 

выделена конечная область, граница которой замкнутая кусочно гладкая поверхность. Эта 

область в момент времени t = 0 оказывается внезапно нагретой (или охлаждённой) на 

постоянную температуру Т0. Попытка сформулировать начальные условия задачи 

наталкивается на противоречие, состоящее в том, что с одной стороны от границы 
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25 

температура и деформация равны, допустим, нулю, а по другую сторону температура, а, 

следовательно, и деформация не равны нулю. Налицо нарушение условия неразрывности 

деформаций. Выход мы видим в предположении существования тонкого приграничного 

слоя, в пределах которого имеет место перепад и температуры и деформации от нуля до 

заданного значения. Поэтому возникает необходимость регуляризации (усреднения) 

начального распределения температуры по С.Л. Соболеву [2] и ставить квазистатическую 

задачу Коши по регуляризированному начальному распределению температуры.  

Дадим одно решение для иллюстрации предложенного критерия разрушения. Пусть 

теплопроводящая среда заполняет всю евклидову плоскость Е2. Далее, пусть  

 
   
   
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, , : 0, ;

, ,

, , : 0, .
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T x y t
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  

     


 
     


   (2) 

Будем считать: а) термомеханические свойства теплопроводящей среды S 
 и S 

не 

зависят от температуры и одинаковы; б) выполняются гипотезы Дюамеля и Неймана.  

При этих условиях решение задачи Коши (2) для однородного уравнения 

теплопроводности Фурье определяется так: 
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Здесь а – коэффициент температуропроводности. 

Из (3) в пределе 0t  , приходим к следующему представлению начального 

распределения температуры для любого ( , )y    (ср. с формулой (2)) 
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 0 0 1,H      0 0 0,H      0 0 1,H      0 0 0H    . 

Отсюда видно, что возникает необходимость произвести регуляризацию (усреднение) 

начального распределения температуры по С. Л. Соболеву: 
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r h
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       r x   .    (5) 

Здесь h – радиус усреднения,  h r  - какое-нибудь усредняющее ядро, например,  
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Учитывая (6) в (5), функцию  H x  можно представить в виде: 
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Отсюда следует, что функция    H x x     непрерывна и имеет непрерывные 

производные любого порядка, причём: 
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 
0

1

, ;

, ,

T x
H x

T x






 
 



  

2

2 2

1 0

, 0;

0, .

xdH e x
C T T

dx
x
















 

  
 


  (8) 

Теперь можно корректно ставить задачу Коши    
0

, y, ,
t

T x t H x y

   . Решение 

этой задачи определяется формулой Пуассона и не зависит от ( , )y   : 

  
 

 

2

4
1

, .
2

x

atT x t e H d
at



  







        (9) 

Из (9) в силу (5)-(8) находим: 

 
 

 
 

2

4
, 1

2

x

at
T x t

H e d
x at



  







 
  

      (10) 

 
   

2

1 0 4 , .
2

at
h

T T
e r d r x x

at



  








      

Для данной задачи система уравнений Дюамеля-Неймана при плоском напряжённом 

состоянии и при отсутствии массовых сил принимает вид: 

 
 

 , ,
1 .

x x t T x t

x x


 

 
 

 
        (11) 

Здесь ν – коэффициент Пуассона, α – коэффициент линейного расширения. 

Из формулы (11) с учётом (10) получаем: 

 
    2

2 2

1 0
0

0, ;
,

lim 1

, 0.

x

t
x

x
x t

C T T
x

e x








 






 
 

   
   



 

Таким образом, критерий возникновения хрупкого разрушения (1) для данной задачи 

в силу (10) и (11) определяется следующим образом: 

 
   

 
2

1 0 4
1,

2

x at
h

T Tx t
e rgra

x
d d

at

 
 










 


   

 
   

2

1 0 4
1

,
2

.at
h

r h

T T
e r d r x x

at

 
  







 
         (12) 

Трещина образуется вдоль оси х = 0 при малом значении времени , что следует 

из применения в выражении (12) теоремы о сходимости средних функций [2]. 

Температурные напряжения с учётом (7)-(9) равны [3]:  

;  ,y ET x t   . 

Математические приёмы успешно преодолевают разрывность функций, в отличие от 

среды, для которой эти функции материальны, и чрезмерно высокие градиенты нельзя 

выдержать чисто физически, что заканчивается разрывом материала. Нельзя выдержать 

именно при хрупком (упругом) разрушении, поскольку пластичность сглаживает градиенты.  

На основе наших наблюдений за трещинами на материалах в хрупком состоянии, 

можно предположить, что градиентный критерий недалёк от реальной достоверности. На 

приводимой фотографии показаны части разрушенных плоских образцов из силикатного 

стекла шириной 15 – 20 мм, толщиной 2 мм. Полоски стекла в свободном состоянии 

погружались в жидкий азот на глубину 3 - 4 мм. В вертикальном направлении (т. е., вдоль 

оси Ох) создавался значительный градиент температуры а, следовательно, и деформаций на 

уровне поверхности азота (вдоль оси х=0). В этом месте происходило хрупкое разрушение 
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стекла, хотя внешняя нагрузка отсутствовала. 
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ ДЛИТЕЛЬНОЙ ПРОЧНОСТИ ПРИ 

НЕСТАЦИОНАРНОМ СЛОЖНОМ НАПРЯЖЕННОМ СОСТОЯНИИ С 

ПОМОЩЬЮ КИНЕТИЧЕСКОЙ ТЕОРИИ 

THE DETERMINATION OF CREEP RUPTURE UNDER NONSTATIONARY 

COMPLEX STRESS STATE BY USING KINETIC THEORY 
А.М. Локощенко – д.ф.-м.н., зав. лабораторией 

НИИ механики МГУ имени М.В. Ломоносова  
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Abstract. The simulation of results of the tests of tubular samples (which are made of copper) at 

250°C is conducted. These tests were published by S. Murakami, Y. Sanomura and K. Saitoh in 

1986. On these samples constant axial stress and shear stress, which once or cyclically changed 

sign, simultaneously were acted. In the description of experimental data a vector damage parameter 

with piecewise-constant rate of damage accumulation is used. In this article two versions of kinetic 

equations, proposed by L. M. Kachanov, and in addition the variant of the system of kinetic 

equations, proposed by I. V. Namestnikova and S. A. Shesterikov, is considered. The good 

agreement between the experimental and theoretical values of times to failure is received. 

Key words: creep rupture, non-stationary complex stress state, tubular specimens, failure time, 

kinetic theory, damage, vector parameter. 

 

Аннотация. Проведено моделирование результатов испытаний трубчатых образцов из меди 

при 250°С, опубликованных S.Murakami, Y. Sanomura и K. Saitoh в 1986 г. В данных 

испытаниях на длительную прочность в образцах одновременно действовали постоянное 

осевое напряжение и касательное напряжение, которое однократно или циклически меняло 

знак. При описании экспериментальных данных используется векторный параметр 

поврежденности с кусочно-постоянной скоростью накопления повреждений. В данной статье 

используются два варианта кинетических уравнений, предложенные Л.М. Качановым, и 

дополнительно вариант системы кинетических уравнений, предложенной И.В. 

Наместниковой и С.А. Шестериковым. Получено хорошее соответствие экспериментальных 

и теоретических значений времен до разрушения.  

Ключевые слова: длительная прочность, нестационарное сложное напряженное состояние, 

трубчатые образцы, время до разрушения, кинетическая теория, поврежденность, векторный 

параметр. 

 

В настоящее время наиболее перспективной концепцией длительной прочности 

металлов при нестационарном сложном напряженном состоянии представляется 

разработанная Ю.Н. Работновым кинетическая теория [1]. Для описания известных 

экспериментальных данных, полученных в этих условиях, большое значение приобретает 

векторный параметр поврежденности [2]. В [3] приведены результаты испытаний 

тонкостенных трубчатых образцов из меди на ползучесть при нестационарном сложном 

напряженном состоянии вплоть до разрушения, температура испытаний 250
о
С. Испытания 

проводились при комбинации постоянного нормального напряжения   и касательного 

напряжения  , которое однократно или циклически меняло знак. 

1. Результаты испытаний. Во всех испытаниях выполнялось условие 
0.69 0.31

max 50 МПаe u     , при этом в случае постоянного растягивающего напряжения 

0  время до разрушения  * *

0 exp 0 471 часt t   . 

В первой серии испытаний заданная комбинация напряжений   и   приложена к 

образцу в течение времени 1t , затем касательное напряжение меняет знак, и эта комбинация 
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приложена к образцу вплоть до его разрушения при 
*

expt t . Угол   между направлением 

вектора 
max  и продольной осью образца удовлетворяет условию tg2 2 /   . При 

1t t  

вектор 
max  поворачивается на угол 2 . Результаты испытаний первой серии приведены в 

таблице 1 при 1 7k   .  

 

Таблица 1. 

k      
max    

1t  *

expt  1j   2j   

 МПа МПа МПа  час час   
o

01  *

1t  

час 

o

02  *

2t  

час 

0 50.0 0 50.0 0 - *

0 471t   - - - - 

1 45.9 13.2 49.5 15 120 510 -11 548 -11 559 

2 38.2 22.1 48.3 24.5 120 600 -23 632 -24 632 

3 31.5 27.3 47.3 30 120 690 -30 674 -30 676 

4 0 42.2 42.2 45 120 570 -45 903 - - 

5 45.9 13.2 49.5 15 360 540 5 588 4 608 

6 31.5 27.3 47.3 30 360 1080 -29 910 -30 916 

7 0 42.2 42.2 45 360 560 -45 1143 - - 

 

Результаты испытаний показали, что с увеличением угла   время до разрушения 
*

expt  

возрастает, не считая значения 
*

expt  при 
o45   ( 4k   и 7). 

 Во второй серии испытаний нормальное напряжение, как и в первой серии, в течение 

всего эксперимента оставалось постоянным, а касательное напряжение   циклически меняло 

знак, время полупериода составляло 1 120t   час. Результаты испытаний приведены в 

таблице 2.  

 

Таблица 2. 

k      
max    

1t  *

expt  1j   2j   3j 

 
o

01  *

1t  
o

02

 

*

2t  
*

3t  

 МПа МПа МПа  час час  час  час час 

1 45.9 13.2 49.5 15 120 540 4 590 4 608 600 

2 31.5 27.3 47.3 30 120 830 28 1028 30 1036 1317 

3 0 42.2 42.2 45 120 540 45 1503 - - 6250 

 

2. Моделирование результатов, полученных в первой серии. 

2.1. Использование метода Л.М. Качанова при учете max . Согласно методу Л.М. 

Качанова [4] на плоскости  ,z   вводится произвольное направление  , затем вычисляется 

  – проекция нормальной составляющей вектора полного напряжения на это направление, 

и после этого определяется та площадка с нормалью  , на которой время до разрушения 
*t  
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минимально.  

В этом параграфе рассмотрим упрощенное кинетическое уравнение, согласно 

которому проекция   вектора поврежденности   на произвольное направление   зависит 

только от вектора максимального главного напряжения: 

   max

nd
B

dt






  . (1) 

При моделировании результатов испытаний [3] для простоты всюду используется 

только одно значение показателя степени: 3n  . 

Из условий длительной прочности при одноосном растягивающем напряжении 

0e   получаем: 

     
1 3 1* * 8

0 0 0 050 МПа, 471 час, 1.7 10 МПа часnt B t 
       .  

Угол между вектором   и осью трубчатого образца назовем  . Проекция 

максимального главного напряжения на направление   равна  

      2

max max 1cos при 0 t t


       , (2) 

      2 *

max max 1cos при t t t


       . (3) 

Подставляя (2)–(3) в (1), получаем значение времени до разрушения 
*t : 

 

 

 

2*0
0 1

* max

1 2

cos

cos

n

n

n

t t

t t


 



 

 
      

  
  

. (4) 

Согласно подходу Л.М. Качанова [4] разрушение наступает на той площадке с углом 

0 , на которой время разрушения 
*t  минимально. Величина угла 

0  вычисляется из 

уравнения 

*

0
dt

d
 , анализ вычислений показывает, что при этом получается действительно 

минимально возможное значение 
*t . Теоретические значения 

*t , определяемые с помощью 

(4), а также соответствующие значения 0  приведены в таблице 1 при 1 7k   , 1j  . 

2.2. Использование метода Л.М. Качанова при учете max  и min . Проекция 

нормальной составляющей вектора полного напряжения   на площадке с нормалью  , 

составляющей угол   с осью Oz  при 10 t t  , определяется следующей формулой [5]: 

   max min max min

1
cos(2 2 )

2
              (5) 

Можно показать, что  

1 1 1

cos2 cos(2 2 )
, при 0 ,

sin 2
D D t t



   


 

 
      (6) 

*

2 1

cos2 cos(2 2 )
при .

sin 2
D t t t

  




 
     (7) 

В этом параграфе кинетическое уравнение Л.М. Качанова рассмотрим в следующем 

конкретном виде: 
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  при 0,

0 при 0.

n

Bd

dt

 



 



 
 



 (8) 

Интегрирование уравнения (8) при 0   принимает следующий вид: 

 
0

( ) ( )

t
n

t t dt    ,  
*

* *

0

min : ( ) ( ) 1

t
n

t
t t t t dt    

 
    

  
 , nt B t . (9) 

Полное время до разрушения 
*t  согласно (6)–(7), (9) вычисляется следующим 

образом  

    
1

*

1 1 1 21 /n n nt t D t D B


   
 

.  

Значения 
0  и 

*t  при различных значениях   и   приведены в таблице 1 при 2j  .  

 

3. Моделирование результатов II серии испытаний  

3.1. Использование метода Л.М. Качанова при учете max . Рассмотрим испытания 

с изменениями знака касательного напряжения при 
1t t , 

12t t , 
13t t  и т.д. С помощью 

кинетического уравнения (1) вычисляем накопление поврежденности   при 10 t t  , 

1 12t t t  и т.д. По аналогии с п. 2.1 значения 0  и 
*t  для каждой комбинации значений   

и 1t  они приведены в таблице 2 при 1j  . 

3.2. Использование метода Л.М. Качанова при учете 
max  и 

min . В случае 

циклически изменяющегося направления касательного напряжения с полупериодом 1t  

зависимости проекций нормальной составляющей вектора полного напряжения   и 

поврежденности   на площадке с нормалью   от безразмерного времени t  при учете (5) - 

(7) , (9) имеют следующий вид:  

1 1 1

2 1 1

при ( 1)
( ) ( ), ( ) , 1, 3, 5,...

при ( 1)

D j t t jt
t D t D t j

D jt t j t


   
   

   
  

   

*

*

0 0

( ) , 1

tt
n n

t D t dt D t dt            .   

Значения 0  и 
*t  для различных значений   и   приведены в таблице 2 при 2j  . 

3.3. Использование метода И.В. Наместниковой и С.А. Шестерикова. В данном 

параграфе используется разложение вектора  ,z     вдоль осей Oz  и O  [6]. 

Аналогично (2) – (3) получаем: 

        
2 2

max max max maxcos , sin
z 

       .  

С помощью кинетического уравнения и критерия длительной прочности 

  max
max

max

nd
B

dt






 
   

 
,    

2 2
* *( ) ( ) 1z t t    

вычислены значения времен до разрушения 
*t ( см. таблицу 2 при 3j  , 1, 2, 3k  ). 

Анализ полученных результатов показывает, что оба варианта метода Л.М. Качанова 

при моделировании результатов данных испытаний приводят к лучшему соответствию 

экспериментальных и теоретических значений времен до разрушения, чем метод И.В. 
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Abstract. The concept of fracture index for elastic-plastic cracks is introduced on the basis of the 

two-parameter fracture criterion. The distribution of the fracture index along the crack front in the 

three-point bend specimen is obtained. It is shown that the range of the fracture index on the crack 

front becomes higher with load increase. 

Key words: elastic-plastic fracture mechanics, two-parameter fracture criterion, fracture toughness, 

constraint parameter. 

 

Аннотация. На основе двухпараметрического критерия разрушения введено понятие 

индекса разрушения для упругопластических трещин. Получено распределение индекса 

разрушения вдоль фронта трещины в образце для испытаний на трехточечный изгиб. 

Показано, что с увеличением нагрузки неравномерность распределения индекса разрушения 

на фронте трещины усиливается. 

Ключевые слова: упругопластическая механика разрушения, двухпараметрический 

критерий разрушения, вязкость разрушения, параметр стеснения деформации. 

 

Энергетический J-интеграл [1, 2] широко применяется при анализе трещиностойкости 

упругопластических элементов конструкций. Однако однопараметрический критерий, в 

котором используется исключительно J-интеграл, не способен корректно предсказать 

разрушающую нагрузку во многих практических ситуациях, например, в случаях коротких 

или внутренних трещин. Моделирование с помощью метода конечных элементов 

показывает, что однопараметрическое описание напряжений у вершины трещины, 

предложенное Хатчинсоном, Райсом и Розенгреном [3, 4], имеет значительные погрешности 

даже при относительно небольших пластических областях. 

Примем, что упругопластическое разрушение в образце и в элементе консрукции 

начинается при одинаковых полях напряжений в малой окрестности вершины или фронта 

трещины. Тогда становится важным правильное описание поля напряжений в окрестности 

фронта упругопластической трещины. Приемлемое моделирование напряженного состояния 

может быть выполнено при использовании асимптотического решения для поля напряжений 

у вершины трещины, в котором сохранены три члена ряда [5-7]. Для упругопластического 

материала со степенным упрочнением 

0 0 0

n

  


  

 
   

 
         (1) 

оказывается, что асимптотическое разложение напряжений с тремя членами 

контролируется двумя коэффициентами – величинами J-интеграла и коэффициента 

стеснения деформации A 

 
2

(0) (1) 2 (2)

0

0 0

( ) ( ) ( )
ij s t t s

ij ij ij

A
A A

A


        



   .     (2) 

В выражениях (1) и (2) 
0  – напряжение течения; α, n – коэффициент и степень 

упрочнения материала; 0 0 / E  , E – модуль Юнга; ij  – напряжения 
r , 

  и 
r  в 
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полярной системе координат r  с началом в вершине трещины; ( )k

ij  – безразмерные 

функции напряжений, полученные в результате решения асимптотических задач порядков 

(0), (1) и (2); 1/ ( 1)s n   ; степень t зависит от степени упрочнения n и определяется 

численно. Коэффициент A0 равен 0 0( )s

nA I , где In – масштабирующий интеграл [3, 4]. 

Безразмерный радиус   определяется выражением  

0/ ( / )r J  ,         (3) 

где J – энергетический интеграл, вычисляемый по контуру вокруг вершины трещины 

 1

1

i
ij j

u
J Wn n d

x





 
   

 
 .        (4) 

После вычисления J-интеграла коэффициент стеснения деформации A определяется 

по методу наименьших квадратов с использованием напряжений у вершины трещины, 

полученных в результате решения упругопластической задачи по методу конечных 

элементов. 

В двухпараметрическом критерии разрушения расчетное значение J-интеграла 

сравнивается с его критическим значением JC, соответствующим той же величине 

коэффициента стеснения деформации A, что и в расчете 

 | ( )A CJ J A .          (5) 

Двухпараметрический критерий разрушения в упругопластическом случае может 

быть записан в терминах коэффициентов интенсивности напряжений 

 | ( )J A CK K A .         (6) 

Здесь KJ – условный коэффициент интенсивности напряжений, рассчитанный по 

значению J-интеграла 
2/ (1 )JK JЕ   , KC(A) – зависимость вязкости разрушения от 

коэффициента стеснения деформации. 

 Основываясь на критерии разрушения (6) введем индекс разрушения IK в виде 

 
( )

J
K

C

K
I

K A
 .          (7) 

При IK < 1 трещина остается неподвижной, в момент IK = 1 начинается развитие 

трещины. 

 В данной работе исследуется распределение индекса разрушения IK на фронте 

упругопластической трещины в образце для испытаний на трехточечный изгиб. Трехмерная 

упругопластическая задача для образца с нагружением по схеме трехточечного изгиба, 

состоящего из материала со степенным упрочнением n = 5, решена с помощью метода 

конечных элементов. Сетка конечных элементов для симметричной четверти образца с 

трещиной состояла из приблизительно 3000 гексаэдральных элементов с 20 узлами. Фронт 

трещины окружался полярной сеткой с 15 элементами в угловом направлении. Для 

моделирования сингулярности энергии деформации примыкающие к фронту трещины 

элементы в виде треугольных призм имели сдвинутые на четверть ребра промежуточные 

узлы. Радиальный размер наименьшего элемента составлял 0.5·10
-4

 ширины образца W. 

Элементы с меньшей толщиной располагались вблизи поверхности образца.  

Решение выполнено для изгибного образца с относительной глубиной трещины a/W = 

0.3 и относительной толщиной t/W = 0.4. В результате решения получены зависимости J-

интеграла и коэффициента стеснения деформации A от положения на фронте трещины. 

Величина J-интеграла была пересчитана в условный коэффициент интенсивности 

напряжений KJ. 
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Рис.1. Упругопластический коэффициент интенсивности напряжений KJ и коэффициент стеснения 

деформации A на фронте трещины в образце для испытаний на трехточечный изгиб при различных нагрузках 

P/PL. 

 

На рис. 1 показано распределение упругопластического коэффициента интенсивности 

напряжений KJ и коэффициента стеснения деформации A по фронту трещины в образце для 

испытаний на трехточечный изгиб при различных нагрузках P/PL, где PL – предельная 

нагрузка для жесткопластического тела [8]. Коэффициент интенсивности напряжений KJ 

масштабирован как 

 
2

0

1

(1 )
ep

JE
K

W  



. 

Для масштабирования коэффициента стеснения деформации использовано его 

значение для маломасштабного пластического течения ( 5) 0.380SSYA n  . Координата z 

вдоль фронта трещины отсчитывается от поверхности образца. 

 Для определения отношения вязкости разрушения к ее значению при 

маломасштабном пластическом течении KC/KIC по значениям коэффициента стеснения 

деформации A применялась зависимость, показанная на рис. 2. Эта зависимость построена по 

экспериментальным данным, полученным посредством испытаний изгибных образцов с 

различной глубиной трещины [9, 10]. 

 Как известно, в зависимости от размера образца разрушение может происходить при 

различных уровнях нагрузки P/PL. Поэтому рассмотрим случаи, когда локальное разрушение 

происходит при всех нагрузках, для которых кривые KJ и A приведены на рис. 1. 

Распределение индекса разрушения IK рассчитывается по данным рисунков 1 и 2 для каждого 

уровня нагрузки. Получаемая в результате кривая распределения IK по фронту трещины 

имеет единичное значение по крайней мере в одной точке, соответствующей локальному 

разрушению участка фронта трещины. 

 Изменение индекса разрушения IK с ростом нагрузки для упругопластической 

трещины в изгибном образце показано на рис. 3. Более равномерное распределение индекса 

разрушения IK на значительном участке фронта трещины характерно для малых уровней 

нагрузки. При повышенных нагрузках наблюдается значительное падение IK, которое 

начинается непосредственно в центральной части фронта трещины. При высоких нагрузках 

характер изменения индекса разрушения IK почти не зависит от нагрузки. 

 

Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект № 15‒08‒02872). 
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Рис.2. Зависимость вязкости разрушения KC от 

коэффициента стеснения деформации A. 

 
 

Рис.3. Распределение индекса разрушения IK вдоль 

фронта упругопластической трещины. 
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Abstract. The focuses of this paper is a comparative analysis of developments and trends in the 

development of various strength theories and fracture mechanics of FRP. 

Key words: FRP, strength, fracture, structure integrity, fatigue, damage, residual strength. 

 

Аннотация. Статья посвящёна сравнительному анализу достижений и тенденций развития 

различных теорий прочности и механики разрушения волокнистых композитов с 

полимерной матрицей.  

Ключевые слова: волокнистые композиты, прочность, разрушение, структурная 

целостность, усталость, накопление повреждений, остаточная прочность 

 

Введение. Хотя процессы разрушения едины и взаимосвязаны, но для металлов механику 

разрушения (failure mechanics) в широком смысле (structure integrity) принято разделять на 

механику накопления повреждений (damage mechanics) , механику роста трещин (fracture 

mechanics), модели неустойчивого пластического деформирования (general unstable yielding) 

и запаздывающего разрушения (delayed fracture). В волокнистых композитах (типа 

углепластиков - CFRP) возникает ещё большее разнообразие моделей, которое определяется 

наличием различных (и разделенных поверхностью раздела - interface) компонентов и 

соответствующих механизмов разрушения: растрескивание полимерной матрицы – polymeric 

matrix cracking , накопление разрывов волокон – fiber rupture (модель пучка – bundle model), 

расслоение - delamination, расщепление по границе раздела – splitting along weak interface. 

Многолетние попытки перенесения на композитные авиационные конструкции подходов, 

развитых для металлов, не приводят к удовлетворительным результатам по созданию 

методов и норм оценки циклической долговечности. В статье кратко проанализированы три 

различных подхода к оценке циклической долговечности углепластиков на основе моделей: 

- снижения со временем прочностных параметров критериев разрушения; 

- роста параметра поврежденности, аналогичного сигналам акустической эмиссии; 

- кривых остаточной прочности (в дополнение к кривым Вёлера), позволяющих 

оценивать накопление повреждений и долговечность при блочном или случайном 

нагружении, что не удаётся сделать на основе традиционного правила линейного 

суммирования повреждений. 

 

1. Зависимости параметров критериев прочности от истории нагружения 

Под теориями прочности обычно понимают построение предельных поверхностей в 

пространстве напряжений. Эти теории могут быть чисто феноменологическими (тензорно-

полиномиальные критерии типа Малмейстера, Цая-Ву, Хилла, Гольденблата-Копнова), либо 

построенными с учетом различных механизмов направленного разрушения композитов 

(разрыв волокон, расщепление, расслоение). Распространение такого рода критериев на 

условия длительного или циклического нагружения сводится к экспериментальному 

обоснованию зависимостей параметров этих критериев от времени или от числа циклов 

нагружения [1-5].  

2. Модель накопления повреждений в композитах 
Параметром поврежденности композитов ω можно считать любую безразмерную 

                                                
4
 Работа выполнена при поддержке РФФИ, грант № 15-08-01472 



38 

характеристику поврежденного состояния структуры, меняющуюся (от нуля до единицы) в процессе 

длительного или усталостного разрушения. Желательно, чтобы этот параметр имел некий 

физический смысл и мог быть оценен в независимом физическом или механическом эксперименте. 

Напомним, что мы называем механическими моделями те, в которые входят параметры, 

принципиально определимые в механическом макроэксперименте.  

К механическим параметрам поврежденности можно отнести: 

 относительное снижение модуля упругости с ростом поврежденности, которое можно 

оценивать по снижению напряжений при фиксированном размахе деформации, по снижению 

скорости распространения упругой волны или по росту собственной частоты колебаний на 

испытательных машинах резонансного типа; 

 нормированное снижение остаточной прочности; 

 рост необратимой деформации; 

 отклонение диаграммы деформирования от линейной, etc. 

Для анализа поврежденных состояний используются различные методы диагностики и 

неразрушающего контроля (NDE – Non-Destructive Estimation), с помощью которых оценивают меру 

поврежденности с позиций материаловедения и физики твёрдого тела. При этом за параметр 

поврежденности принимают: 

 интегральную энергию сигналов акустической эмиссии (АЭ); 

 нормированный максимальный размер поврежденной зоны – зоны расслоения; 

 суммарную нормированную длину микротрещин в матрице (в поле зрения 

микроскопа); 

 нормированное число разорванных волокон (в поле зрения микроскопа); 

 нормированное число отслоенных волокон (в поле зрения микроскопа); etc. 

При циклическом нагружении с постоянной амплитудой напряжений за аналог 

времени можно принять отношение текущего числа циклов n к циклической долговечности 

N для данного режима испытаний: ζ=n/N. В начальный момент ζ=0, в момент разрушения 

ζ=1. Для параметра поврежденности ω принимаются аналогичные условия: ω=0 при ζ=0 и 

ω=1 при ζ=1. 

Далее принимается простейшая гипотеза о линейной зависимости скорости роста 

параметра поврежденности от текущего уровня поврежденности: 

/d d K k    . (1) 

Уравнение (1) имеет с точностью до константы C
 решение: 

  exp / .   C K k K  Определяя эту константу  
1

/ exp 1
   C k K K  из начальных 

условий, находим окончательно 

 
exp 1

.
exp 1

K

K


 





 (2) 

Если K>0 согласно (2) происходит вначале медленное, а затем – ускоряющееся 

накопление повреждений (кривая 3 на рис. 1). При K<0 – напротив, происходит насыщение 

(кривая 2 на рис. 1): вначале – быстрое накопление повреждений, а затем – замедленное. При 

K=0 уравнение (2) вырождается в правило линейного суммирования: параметр 

поврежденности ω тождественно превращается в нормированное число циклов ζ, которое 

при этом принимают за простейший параметр поврежденности. Кривая 3 на рис. 1 

напоминает характер нарастания суммарной энергии акустической эмиссии, что позволяет 

связать АЭ с накоплением повреждений, а следовательно, использовать анализ АЭ как 

средство диагностики критических состояний – не только образцов, но и композитных 

элементов конструкций летательных аппаратов. 
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Рис. 1. Варианты роста параметра поврежденности ω с ростом нормированного числа циклов ζ: 1 — 

K = 0; 2 — K <0; 3 — K > 0 

 

3. Использование кривых остаточной прочности для предсказания 

долговечности при блочном или случайном циклическом нагружении 
Линейное суммирование повреждений не даёт возможности учесть влияние на 

долговечность порядка чередования блоков нагружения. Изложенная ниже модель 

Сендецкого для подобного учета опирается не только на кривые Вёлера, а на зависимости (3) 

остаточной прочности от наработки (от прошедшего числа циклов). Экспериментальная 

процедура при этом существенно усложняется. Вместо «наработки на отказ», т.е. измерения 

предельного числа циклов, необходимо при данном виде нагружения останавливать на 

разных этапах испытания серии образцов и определять остаточную прочность при разных 

наработках. Такая процедура позволяет построить кривые остаточной прочности, 

показанные на рис. 2. 

 

Рис. 2. Разные варианты кривых остаточной прочности  n 
 в зависимости от показателя 

степени   для заданных статической прочности  0 
 и уровня приложенных p  (пиковых) напряжений. 

 

Представим себе, что в опытах для двух уровней приложенных напряжений найдены 

две кривые остаточной прочности, которые аппроксимированы двумя выражениями (3): 

      0 0 ; 1,2,...

i

i
i i ip

i

n
n i

N



       
    

 
 (3) 

Две кривые остаточной прочности (3) условно показаны на рис. 3 участками: AB – для 

высокого уровня напряжений, и ACD – для более низкого уровня. Статическая прочность для 

этих двух кривых, естественно, одинаковая, а под пиковым напряжением p  понимается 

наиболее опасное в цикле, которое следует использовать в расчетах. При симметричном 

цикле для композитов оказывается более опасным наибольшее напряжение сжатия. При 

отнулевом растяжении – за пиковое напряжение следует принять наибольшее растягивающее 

напряжение. Для каких-то форм цикла за пиковое принимают размах напряжений. Словом, 

это понятие введено, чтобы подчеркнуть, что для разных композитов могут быть наиболее 



40 

опасны разные виды напряжений в цикле, значения которых и принимаются за пиковые, 

чтобы затем проводить по ним расчеты. 

Введение кривых остаточной прочности позволяет более обоснованно оперировать с 

параметром поврежденности, и собственно, уровень остаточной прочности определяется 

накопленными необратимыми повреждениями. Поэтому при смене режимов, при переходе с 

одной кривой остаточной прочности на другую остаточная прочность сохраняется, так как 

уровень поврежденности при переходе остаётся прежним. 

На рис. 3 проиллюстрирована схема нагружения вначале при высоком уровне 

напряжения – участок АВ, а затем (после перехода по участку ВС) при более низком уровне 

напряжений. Число циклов при первом уровне обозначено 1n , а при втором, начиная от 

точки С - 2.n  Но точка D на второй кривой определяет согласно (3) полное число циклов 

второго режима 2 ,fn n  где fn  - соответствует поврежденности (остаточной прочности) в т. 

С (и В). 

 
Рис. 3. Схема оценки суммарной долговечности при переходе от большего к меньшему уровню 

циклических напряжений 

 

Из равенства остаточных прочностей    1 1 2 fn n    находим: 

   

 

21/

1 1

2
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
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
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  

  

 (4) 

Теперь остаточную прочность после 1n циклов первого режима и 2n циклов второго 

режима следует вычислять по формуле (3) с заменой 2n на 2 :fn n  

      
2

2

2 1 2 2

2

0 0 .
f
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n n
n n
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

     
 

     
 

 (5) 

Главное преимущество изложенного подхода состоит в том, что он позволяет учесть 

влияние последовательности перехода от блока одного уровня к блоку другого уровня. Если 

провести анализ для перехода из т. С к т. В на рис. 4, окончательный результат будет 

отличаться от (5). На рис. 4 показана простейшая иллюстрация перехода от большего уровня 

напряжений к меньшему (а) при 1 1/ 0,5n N   и от меньшего к большему (б) при 2 2/ 0,5.n N   

Во втором случае суммарное критическое число циклов значительно меньше, что 

согласуется с известными данными по длительной прочности. 
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а) б) 

Рис. 4. Иллюстрация различия в суммарном числе циклов при переходе от более высокого уровня 

напряжений к более низкому (а), и наоборот (б), после наработки до половины от соответствующей 

долговечности 

 

Эта процедура может быть распространена на любое число блоков и на любую их 

последовательность. По сути, компьютер может моделировать любой спектр нагружения, 

разбивая его на необходимое число блоков, в которых диапазон изменения амплитуд 

определяется требуемой точностью.  
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Abstract. The paper addresses different approaches to conducting quantitative assessment of 

technical system robustness. These include deterministic and probabilistic approaches as well as 

risk-based approaches and approaches based on structural performance assessment. 

Key words: robustness, damage tolerance, strength, damage, failure 

Аннотация. В докладе проанализированы основные подходы к проведению количественной 

оценки живучести технических систем, в том числе, основанные детерминистических и 

вероятностных оценках прочности, а также интегральных подходах, базирующихся на 

проведении риск-анализа системы и на оценке ее ключевых функциональных показателей в 

поврежденном состоянии.  

Ключевые слова: живучесть, прочность, повреждение, разрушение 

 

Безопасность технических систем в значительной степени определяется их 

конструкционной прочностью и способностью сохранять структурную целостность при 

различных режимах нагружения. Традиционные методы проектирования технических систем 

предполагают расчет реакции элементов систем на проектные воздействия, которые 

определяются, исходя из нормальных условий эксплуатации. Ввиду высокого уровня 

вариативности основных механических свойств конструкционных материалов и 

действующих нагрузок оценка конструкционной прочности и структурной целостности 

системы должна быть вероятностной. В связи с этим вводится понятие прочностной 

надежности системы Resys, под которой понимается вероятность ее неразрушения под 

действием расчетных режимов эксплуатационного нагружения [1]. 

При оценках прочностной надежности, как правило, не учитываются запроектные 

воздействия на систему (нерасчетные режимы нагружения, ошибки операторов, 

экстремальные условия внешней среды), которые также вызывают локальные повреждения, 

способные инициировать разрушения системы в целом. С этим связано то, что фактическая 

вероятность отказов сложных систем PF
Ф

, оказывается на порядок выше, чем ее расчетные 

оценки PF
R
, получаемые методами теории надежности: PF

Ф
 ~ 10PF

R
 [2]. В связи с тем, что 

при расчетах прочностной надежности из рассмотрения выводятся запроектные воздействия 

и не исследуется реакция системы на них, оценка прочностной надежности системы должна 

быть дополнена оценкой ее живучести, в рамках которой детально рассматривается реакция 

системы на запроектными воздействия и вызываемые ими локальные повреждения.  

В общем случае под живучестью технической системы понимается ее свойство 

сохранять в течение определенного промежутка времени работоспособность после 

возникновения в ней дефектов и повреждений различной природы. Источниками живучести 

являются: физико-механические свойства конструкционных материалов, позволяющие 

системе сопротивляться деформированию и разрушению; заложенные в систему запасы 

прочности; наличие структурной избыточности и резервирования элементов. Ключевым 

аспектом живучести поврежденной системы является ее способность сохранять остаточную 

прочность и структурную целостность [3-5].  

Понятие живучести системы является центральным при рассмотрении ее поведения 

после того как в ней возникают локальные повреждения. Системы, обладающие большой 

живучестью, разрушаются постепенно, сохраняя при этом ограниченную работоспособность. 

Системы с малой живучестью разрушаются резко и катастрофически, что сопровождается 

значительными вторичными и каскадными разрушениями, которые являются 
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несоразмерными (непропорциональными) инициирующим воздействиям, и вызванными ими 

повреждениями.  

 
Рис. 1. Сценарный граф системы. 

F - область разрушения, F - область штатного функционирования 
Наиболее полной характеристикой живучести системы является ее сценарный граф 

(рис.1), а точнее говоря, часть сценарного графа, которая описывает события, происходящие 

после возникновения локальных повреждений, и характеризует реакцию системы на 

запроектные воздействия.  

Функционирование технической системы может, как правило, быть представлено в 

виде траектории S0 в пространстве состояний, называемой сценарием успеха, призванным 

обеспечить переход из исходного состояния НС  в заданное конечное состояние КС0. В ходе 

работы системы ее отдельные элементы, испытывая проектные и запроектные режимы 

нагружения могут достигать предельные состояния ЛПСi ( 1,2,..., )i n , каждое из которых 

способно инициировать последовательность неблагоприятных событий, составляющих 

сценарий разрушения. Подобные сценарии представляют собой процессы, реализующиеся в 

два этапа и на двух масштабных уровнях: 

Этап 1. Накопление повреждений отдельных элементов системы и достижение 

предельных состояний(локальных повреждений) отдельных элементов(локальный уровень)  

Этап 2. Эскалация аварии, после отказа/разрушения отдельного элемента(ов) системы, 

когда вслед за выходом из строя отдельных элементов происходит перераспределение 

нагрузок и изменение напряженно деформированного состояния системы и запускается 

последовательность отказов других элементов при возрастающих нагрузках и, 

следовательно, вероятностях разрушения продолжающих работать элементов (макроуровень 

– эскалация катастрофы). 

В качестве определяющих параметров, характеризующих живучесть как свойство 

технической системы сохранять работоспособное состояние при отказе одного или 

нескольких ее элементов, могут быть использованы индикаторы прочности, структурной 

целостности, жесткости, надежности и риска [4]. До настоящего времени не разработана 

унифицированная методология, позволяющая с единых позиций производить оценку 

живучести технических систем и нормативные показатели, которые должны обеспечиваться 

при проектировании. Однако были сформированы четыре основных похода к решению 

задачи, в рамках которых были предложены соответствующие показатели живучести.  

1) Детерминистический подход. В рамках этого подхода используются показатели, 

формирующиеся на основе сопоставлении различных (силовых, жесткостных, 

энергетических) детерминированных параметров системы в неповрежденном и 

поврежденном состояниях. В частности, живучесть может оцениваться исходя из силового 

критерия как отношение разрушающих нагрузок поврежденной и неповрежденной системы 

[6]: | |
/L C D C D

G L L . 

В более общей постановке, учитывающей множесвенность возможных повреждений 

(D1, D2,…, Dn), показатель живучести может быть определен как минимум отношения 

нагрузки | iF DL , необходимой для разрушения системы, в случае если система уже 



44 

предварительно получила повреждение элемента i , к величине нагрузки 
|DF

L , необходимой 

для разрушения неповрежденной системы:  | |
minL

i iF D F D
G L L . Конструкция считается 

живучей при GL →1 . В рамках детерминистического подхода также были предложены 

другие подобные показатели живучести, основанные на сравнении матриц жесткости 

неповрежденной и поврежденной системы. Принципиальный недостаток 

детерминистического подхода к оценке живучести заключается в неучете стохастической 

природы механических свойств материалов и внешних нагрузок. 

2) Вероятностный подход. В рамках этого подхода используются показатели, 

основанные на соотношении вероятностей разрушения неповрежденной и поврежденной 

системы[6]:  

( | ) ( | )NG P F D P F D . Если ( | ) ( | )P F D P F D , то система абсолютно живучая 

( 1G  ). Если ( | ) ( | )P F D P F D , то 0D  и система абсолютно неживучая.  

Если в системе виз возможны 1 2, , , nD D D  локальных повреждений, то показатель 

живучести быть записан в виде: 
1,...,

min ( | ) ( | )P i
i n

G P F D P F D


 . 

3) Интегральный подход, оценивающий изменение функциональной 

характеристики системы при варьировании степени ее повреждения от 0D   

(неповрежденная система) до 1D   (полное разрушение системы). При этом в качестве 

интегрального показателя живучести используется площадь под кривой функциональной 

характеристики ( )f D , где D  - степень повреждения системы [6]:

1

0

( )

D

I

D

G f D dD





   (рис.2). 

 
а) низкий уровень живучесть 

 
б) средний уровень живучесть 

 
в) высокий уровень живучесть 

Рис.2. Вид функциональной характеристики системы при различном уровне живучести 

 

В качестве ( )f D  могут использоваться различные характеристики, применявшиеся в 

детерминистическом и вероятностном подходах. Например, ею может стать отношение 

разрушающих нагрузок поврежденной и неповрежденной системы ( ) ( ) / ( 0)C Cf D L D d L D   . 

При этом показатель живучести GI становится интегральной характеристикой несущей 

способность поврежденной системы. С другой стороны в качестве функциональной 

характеристики системы при различной степени ее повреждения может использоваться 

отношение вероятности разрушения неповрежденной и поврежденной системы 

( ) ( 0) / ( )F Ff D P D P D d   . В этом случае показатель живучести IG  становится интегральной 

характеристикой вероятности разрушения системы при различных степенях ее повреждения.  

 

4) Подход, базирующийся на проведении риск-анализа конструкций [3,7,8]. 

Наиболее полно многовариантность возможных локальных повреждений и сценариев 

разрушения системы может быть учтена с помощью показателя живучести, базирующегося 

на концепции риска. При этом должны быть разграничены: (а) первичные (прямые) ущербы 

Uпр и риски Rпр, которые непосредственно связаны с локальными повреждениями элементов 

системы в результате экстремальных инициирующих воздействий; (б) вторичные 

f 

D 

1 

1 

GI 

f 
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1 
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(каскадные, косвенные) Uкос и риски Rкос, которые возникают в случае реализации сценария 

аварии и обусловлены разрушением системы в целом.  

Тогда показатель живучести может иметь вид:
1 1 1

m m n

R

i i j

пр пр косi i j
G R R R

  

 
  

 
    

где m  - количество сценариев, в которых имеют место прямые ущербы и риски, 

обусловленные локальными повреждениями системы (т.е. общее количество сценариев), n - 

количество сценариев, в которых имеют место косвенные ущербы и риски, связанные с 

разрушением системы в целом. 

Эта величина также варьируется в интервале от 0 до 1. Система является живучей, в 

тех случаях, когда косвенные риски не вносят существенный вклад в общесистемный риск 

RS=Rпр+Rкос. Иначе говоря, для живучих систем (GR →1) - прямые риски значительно 

превышают косвенные (Rпр>>Rкос). Напротив, у системы с низкой живучестью (GR →0) 

прямые ущербы и риски малы по сравнению с косвенными (Rпр<<Rкос).  

Показатель GR характеризует живучесть технической системы как ее способность 

снижать риск непропорционального/катастрофического разрушения в случае если она 

получит локальное повреждение. Этот показатель является наиболее полным с точки зрения 

учета вероятности реализации различных сценариев разрушения системы и их критичности. 

Однако он требует учета достаточно большого объема априорной информации, которая 

может отсутствовать на этапе проектирования системы.  

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (Грант № 16-29-09575). 
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ЛОКАЛЬНЫЕ ПОВРЕЖДЕНИЯ КОНСТРУКЦИОННЫХ МАТЕРИАЛОВ 

ПРИ ЦИКЛИЧЕСКОМ НАГРУЖЕНИИ 

 

LOCAL DAMAGE OF STRUCTURAL MATERIALS UNDER CYCLIC LOADING 
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Институт машиноведения им. А.А. Благонравова РАН  
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Abstract. Is considered the local deformation heterogeneity associated with the structural 

heterogeneity, under cyclic elastic-plastic deformation. The connection of structural and 

deformational heterogeneity. This description of limit States: the formation of microcracks that lead 

to the process of distributed cracking. 

Key words: structural heterogeneity and deformation, cyclic loading, microdamages. 

 

Аннотация. Рассматривается деформационная локальная неоднородность, связанная со 

структурной неоднородностью, при циклическом упругопластическом деформировании. 

Установлена связь структурной и деформационной неоднородности. Дано описание 

предельных состояний: образование микротрещин, обуславливающих процесс 

рассредоточенного трещинообразования. 

Ключевые слова: структурная и деформационная неоднородность, циклическое 

нагружение, микроповреждения. 

 

При моделировании процессов статического и циклического деформирования 

поликристаллических конструкционных материалов на основе подходов и методов механики 

деформируемого твердого тела необходимо учитывать особенности деформационных 

процессов и их кинетику с ростом числа циклов нагружения. Эти особенности связаны с 

неоднородностью развития деформаций [1] в локальных зонах материала, обусловленных 

структурной неоднородностью. В результате окончательному разрушению материала 

(образованию и развитию магистральной трещины) предшествует рассредоточенное 

трещинообразование. 

Как показали опыты, уже после первых циклов нагружения, в особенности  в зоне 

концентрации,  появляются полосы скольжения (рис.1).  

 Если соседние зерна имеют близкую ориентацию, то полосы скольжения легко 

переходят из одного зерна в другое. 

 При незначительной разориентировке зерен А и Б (рис.1) полосы скольжения в них 

лишь незначительно изменяют свое направление при переходе из одного зерна в другое. Из-

за достаточно большой степени разориентировки соседних зерен  образовавшиеся в них 

полосы скольжения не переходят из зерна В в А и Б (рис.1).  

Увеличение продолжительности испытания вызывает появление в некоторых зернах 

второй системы скольжения. При этом продолжают появляться полосы скольжения в зернах, 

ранее не деформированных. Дальнейшее нагружение сопровождается образованием в 

большинстве зерен развитой  системы полос скольжения (рис.2). 

 Как следует из рис.2, полосы скольжения в отдельных зернах образуются 

неравномерно: одни участки зерен деформируются больше, другие – меньше. 

 Развитие деформационных процессов и связанных с ними процессов накопления 

повреждений при циклическом нагружении в интервале температур внутризеренного  

(транскристаллитного) разрушения приводит к образованию трещин, распространяющихся 

по телу зерен. С увеличением температуры испытания активизируются деформационные 

процессы на границах и в приграничных участках зерен (рис.3). При этом могут развиваться 
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экструзионно-интрузионные процессы (рис.4), а также процессы собирательной 

рекристаллизации и полигонизации [1]. 

 
Рис.1. Переход полос скольжения из одного зерна в другое в образце технического железа после 2,1·10

6
 циклов 

нагружения при 400
0
С  (х 1200). 

 

 
Рис.2. Развитие процессов деформации на поверхности образца технического железа, испытанного на 

усталость при 400
0
С после 3,76·10

6
 циклов (х 500). 

 
В связи со структурной неоднородностью активизация деформационных процессов и 

мироповреждений происходит в локальных зонах испытываемого материала (рис.5). 

Структурная неоднородность материала, обусловливающая деформационную 

неоднородность, может быть оценена измерением микротвердости материала в исходном 

состоянии.  

Деформационная и структурная неоднородность оцениваются коэффициентами 

неоднородности. 
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Рис.3. Микрофотографии, полученные с образца технического железа после 

4,5·10
3
 циклов нагружения при 800

0
С (х250). 

 

Рис. 4.  Характер образования и развития экструзионно-интрузионных процессов в железе при 

циклическом нагружении. 
 

Статистическое распределение локальных деформаций для испытанных материалов 

подчиняется нормальному закону распределения (рис.6). 

С ростом числа циклов нагружения неоднородность деформаций сохраняется с 

локализацией повреждений в этих участках, предельное состояние (образование 

микротрещин) в которых может быть описана деформационно-кинетическим критерием с 

введением в него коэффициентов неоднородности, которые с в свою очередь могут быть 

определены по параметрам структурной неоднородности: 
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где Kε и 
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K  - коэффициенты неоднородности циклической и односторонне накопленной 

деформаций. 
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Рис.5. Неоднородность развития циклических (а) и односторонне накопленных (б) пластических 

деформаций в стали Х18Н10Т 
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Рис.6. Статистическое распределение деформаций на базах 30 мкм, 100 мкм и 200 мкм стали ТС в полуциклах 

растяжения и сжатия первого и второго циклов и полуцикле растяжения третьего цикла 
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КРИВЫЕ ПОЛЗУЧЕСТИ И ДЛИТЕЛЬНОЙ ПРОЧНОСТИ 

НЕЛИНЕЙНОЙ МОДЕЛИ ВЯЗКОУПРУГОПЛАСТИЧНОСТИ ТИПА 

МАКСВЕЛЛА  

СREEP CURVES AND LONG-TERM STRENGTH CURVE GENERATED BY 

THE NONLINEAR MAXWELL-TYPE MODEL FOR VISCOELASTOPLASTIC 

MATERIALS 
А.V. KHOKHLOV 

А.В. Хохлов – к.т.н., с.н.с 

Институт механики МГУ, Москва 
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Abstract.The nonlinear Maxwell-type constitutive equation with two arbitrary material functions is 

formulated for viscoelastоplastic materials and analyzed. General qualitative properties of the 

theoretic creep curves and long-term strength curve produced by the model in uniaxial case are 

studied analytically under minimal primary restrictions on material functions to reveal capabilities 

of the model.  

Keywords: viscoelastоplasticity, rate sensitivity, theoretic creep curves, secondary creep, failure 

criteria, long-term strength, superplasticity 

 

Аннотация. Исследуется нелинейное определяющее соотношение типа Максвелла с двумя 

произвольными материальными функциями для вязкоупругопластичных материалов с целью 

выявления его возможностей и области применимости. При минимальных первичных 

ограничениях на материальные функции аналитически изучены общие свойства 

порождённых им кривых ползучести и длительной прочности.  

Ключевые слова: вязкоупругопластичность, скоростная чувствительность, кривые 

ползучести, критерии разрушения, длительная прочность, сверхпластичность 

 

Будем рассматривать изотермические одномерные процессы, характеризуемые в 

точке тела историей напряжения ( )t  и (логарифмической) деформации ( )t , 0t  . Связь 

между процессами ( )t  и ( )t  зададим по аналогии с реологической моделью Максвелла, т.е. 

постулируем, что деформация разлагается в сумму упругой и вязкопластической компонент, 

каждая из которых зависит от (безразмерного) напряжения, но нелинейно:  

 e v    , ( ) /e F E  , ( ) /v V    (1) 

 Определяющее соотношение (ОС) (1) можно записать в виде 

 1 1

0

( ) ( ( )) ( ( ))

t

t E F t V d         , или 
1 1( ) ( )E F V        (2) 

ОС (1) содержит две материальные функции (МФ): ( )F x , ( )V x , ( , )x    , 0  , 

0   (возможны случаи    ,    ) и две постоянные: «модуль упругости» 0E   и 

коэффициент вязкости 0  . Параметры E  и  выделены из МФ F  и V  для удобства 

сопоставления с линейной моделью Максвелла (получающейся при ( ) ( )V x F x x  ) и учёта 

влияния температуры в форме ( )E E T , ( )T   [1-3]. Если   и  конечны, они могут 

быть интерпретированы как пределы прочности при растяжении и сжатии. Процесс 

( )t , 0t  , предполагается кусочно-непрерывным и кусочно-гладким (при 0t   считаем, что 

0  ). Обезразмеривание напряжения можно производить делением на cE  или на 

характерное напряжение материала (пределы упругости, ползучести, текучести, прочности и 

т.п.). Безразмерное время вводится делением на характерное время, например, на время 

релаксации линейной модели Максвелла /r E  (при фиксированном значении 

температуры).  
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МФ ( )F x  определяет упругую деформацию ( )e  . Поэтому минимальные первичные 

ограничения на ( )F x  (естественные с точки зрения феноменологии и минимальные 

математические [1]) таковы: ( )F x , ( , )x    , – непрерывная кусочно-гладкая строго 

возрастающая функция с (0) 0F   (тогда sgn ( ) sgnF x x ). Последние два условия 

обеспечивают совпадение знаков ( )e   и и соблюдение условия (0) 0e  . Из возрастания 

F  следует возрастание ( )e   и существование обратной функции 1f F  . 

Функция вязкости ( ) /V x   в ОС (1) регулирует чувствительность напряжения к 

скорости деформации, наследственные свойства, скорость диссипации, ползучести и 

накопления пластической деформации [1-3]. Чем больше | ( ) | /V   , тем меньше вязкое 

сопротивление (больше | |v  и | |  при том же  ) и тем ближе поведение моделируемого 

материала к поведению жидкости. Первичные ограничения на МФ V таковы[1]: ( )V x , 

( , )x    , – непрерывная (нестрого) возрастающая функция, (0) 0V   (тогда ( ) 0V x x  ). 

Исследование кривых релаксации, ползучести и деформирования, порождённых ОС (1), 

показывает [1-3], что следует рассматривать два основных случая, в которых ОС (1) 

(моделируемый материал) ведёт себя по-разному: 1) | ( ) | 0V x   при 0x  , 2) ( ) 0V x   на 

некотором отрезке [ , ] ( , )       , 0  , 0  ,    . Во втором случае при 

[ , ]     ОС(1) моделирует упругое поведение материала,   ,    – пределы упругости 

материала при сжатии и растяжении (и пороги ползучести), а при    или    

начинают проявляться диссипативные и вязкопластические свойства [3]. 

Для материалов с одинаковым поведением при растяжении и сжатии обе МФ должны 

быть нечётными. Если материалы при растяжении и сжатии ведут себя не одинаково (это 

может проявляться только при ползучести [4,5], хотя мгновенные модули одинаковы, – 

например, у титановых и алюминиевых сплавов), нужно «склеивать» МФ из двух ветвей на 

(0, )  и ( ,0) .  

Нелинейное ОС (2) нацелено на описание комплекса основных реологических 

эффектов, типичных для материалов, обладающих наследственностью и высокой 

чувствительностью к скорости деформирования (например, таких, как полимеры, их 

расплавы и растворы, композиты, твёрдое топливо, асфальтобетон, титановые и 

алюминиевые сплавы, углеродные и керамические материалы при высоких температурах и 

др.), материалов, имеющих выраженную стадию установившей ползучести, «площадку 

текучести» на диаграмме деформирования и предел текучести, зависящий от скорости 

деформирования, материалов, проявляющих (в определённых состояниях и при 

определённых режимах деформирования) свойства как твёрдого тела, так и жидкости. В 

частности, ОС (2) (и его модификации) могут быть полезны для моделирования материалов, 

находящихся в режимах сверхпластического деформирования [1] 

 Воз

можность применения модели (2) к неизотермическим процессам в данной работе не 

обсуждается. Так же как и распространение одномерного ОС (2) на трёхмерный случай. 

Формальный перенос можно осуществить стандартным способом – путём постулирования 

пропорциональности девиаторов тензоров напряжений и скоростей деформации и связи вида 

(2) между их вторыми инвариантами. Цель данной работы (как и [1-3]) – исследовать в 

общем виде (для произвольных МФ ,F V ) свойства теоретических квазистатических кривых 

(ползучести, релаксации, ступенчатой ползучести, деформирования при постоянных и 

кусочно-постоянных скоростях нагружения и деформирования и др.), порождаемых ОС (2) в 

одномерном случае, и сравнить их с типовыми свойствами экспериментальных кривых 

широкого класса вязкоупругопластичных материалов. Подобный качественный анализ 

позволит выяснить, какие одноосные реологические эффекты ОС (2) способно (или нет) 

моделировать, выявить индикаторы его (не)применимости и необходимые 
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феноменологические ограничения на МФ для обеспечения адекватного описания типичных 

экспериментальных кривых и основных термомеханических эффектов.Результаты такого 

анализа, обзор литературы и родственных моделей приведены в [1-3].  

При ( )t const   , 0t  , из (2) получается уравнение кривых ползучести: 

 1( , ) ( ) (0, )t V t       , (0, ) ( ) /F E   ,  (3) 

Если ( ) 0V x   на некотором отрезке [ , ]   , 0  , 0  , то при [ , ]     (2) 

моделирует упругое поведение материала и при [ , ]     ползучесть отсутствует 

(пределы упругости на сжатие и растяжение совпадают с пределами ползучести). 

Если ( ) 0V   , то все кривые ползучести линейны по времени при 0t  , т.е. при 

любых МФ ОС (2) моделирует только ползучесть с постоянной скоростью (как и линейная 

модель Максвелла), ОС (2) не способно описывать стадии замедленной и ускоренной 

ползучести, а также – ограниченную ползучесть (свойственную, например, многим 

полимерам). Т.к. ( ) 0V   при 0   и возрастает, то кривая ползучести(3) возрастает по t  

(при 0  ) и по  , что совпадает с типичными качественными свойствами 

экспериментальных кривых ползучести структурно стабильных материалов. Выраженная 

стадия установившейся ползучести характерна для многих пластичных металлов, полимеров 

в вязкотекучем состоянии и для материалов в состоянии сверхпластичности. 

В силу (3) зависимость скорости установившейся ползучести от напряжения 

полностью определяется функцией ( ) /V x  : ( ) ( ) /t V   . МФ ( )V x  можно, в принципе, 

найти по произвольной экспериментальной зависимости ( )v   или по выбранной её 

аппроксимации (степенной, экспоненциальной, дробно-линейной и т.п.). 

Для моделирования и прогнозирования длительной прочности материалов к 

выбранному (построенному) определяющему соотношению необходимо добавить критерий 

разрушения (КР), задающий момент разрушения по достижению критических значений 

некоторых мер повреждённости (скалярной, векторной или тензорной [4,6]). Желательно, 

чтобы КР и ОС хорошо взаимодействовали, то есть позволяли вывести уравнение 

теоретической КДП *( )t  , или *( )t  ( *t  – время разрушения при данном уровне напряжения 

 , функции *( )t   и *( )t  могут быть, например, интегралами зависящими от параметров и 

материальных функций ОС), аналитически исследовать в общем виде зависимость её свойств 

от материальных функций и параметров ОС и КР и указать ограничения на них, 

обеспечивающие совпадение качественных свойств теоретических КДП с теми, которые 

наблюдаются у экспериментальных КДП.  

Типичные экспериментальные КДП вязкоупругопластических материалов обладают 

общими базовыми качественными свойствами: КДП *( )t   всегда убывают, 
*
( )t     при 

0
  , где 

0
0  – порог ползучести, и 

*
( ) 0t    при 

*
  , где 

*
  – предел 

(мгновенной) прочности. Именно такими получаются (при указанных ограничениях на 

материальные функции и параметры) и теоретические КДП ОС (1) в сочетании с 

деформационным критерием разрушения (ДКР) или любым из двух семейств критериев 

разрушения, учитывающиx историю деформирования, которые построены и исследованы в 

[7]. Каждое из двух построенных в [7] семейств КР образует монотонную и непрерывную 

шкалу критериев (монотонно и непрерывно зависящих от параметра 0u  ), включающую 

ДКР как предельный случай. При этом критерии первого семейства при всех 0u   дают 

большее время разрушения, чем ДКР, критерии второго семейства при 1u   – меньшее, а 

различие можно сделать сколь угодно малым за счёт выбора значений управляющего 

параметра у края шкалы ( u  или 1u  ). Это свойство очень полезно для наиболее 

аккуратной настройки модели на имеющиеся экспериментальные данные о зависимости 

времени разрушения от уровня напряжения, температуры и других факторов. 

Например, если к ОС (1) с произвольным 0   добавить деформационный 
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КР *( )t  , то время разрушения *t  при ползучести с постоянным напряжением 0  , 

таким, что   и *( )F E  , находится из (3): 1 1

* *( ) ( )V t E F      , т.е.  

 * *( ) [ ( )] / ( )rt E F V      , *( ; ( ))f E    (4) 

где /r E  , 1f F  . Если   , ползучести нет, если *( )F E  , разрушение 

происходит при 0t  . Кривая длительной прочности (4) определена при *( ; ( ))f E   , и 

убывает (так как F  и V  возрастают), *( 0)t     , * *( ( ) 0) 0t f E   . 

При ступенчатом нагружении для ОС (1) в сочетании с ДКР никогда не соблюдается 

правило линейного суммирования повреждённостей 1S  , где S  – сумма парциальных 

времён, и отклонение от него возможно в обе стороны. Например, при двухступенчатом 

нагружении (когда 1( )t   при 1(0; )t t , 2( )t   при 1t t ) время разрушения 

выражается формулой 1

* 1 * 2 1 1 2( ) [ ( ) ( ) ] / ( )r rt t E F V t V        σ  и 

1 1 1 2
1 * 1 * 1 * 2

* 1 * 2

( )[ ( ) ( )]
: / ( ) ( ( ) ) / ( ) 1

[ ( )][ ( )]r

t V F F
S t t t t t

E F E F

  
 

    


    

 
σ  

Т.к. * ( ) 0iE F    (иначе разрушение происходит сразу в момент приложения 

нагрузки: при 0t   или 1t t ), то из возрастания МФ F  следует, что 1S   при 2 1  , и 

1S   при 2 1  . В многочисленных испытаниях различных материалов на ползучесть до 

разрушения при двухступенчатом нагружении обнаружены два основных типа поведения [4, 

с. 117]: 1) 1S   для любых 1 2, 0   , 2) 1S   при 2 1  , и 1S   при 2 1  . Именно 

второй тип поведения материала (и только его) и моделируют ОС (1)в сочетании с ДКР. 
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РАЗНОСОПРОТИВЛЯЕМОСТИ С ПОМОЩЬЮ СООТНОШЕНИЯ Ю.Н. 

РАБОТНОВА ДЛЯ НЕЛИНЕЙНОЙ НАСЛЕДСТВЕННОСТИ 

LONG-TERM STRENGTH AND MULTIMODULUS BEHAVIOUR 

SIMULATION USING THE RABOTNOV NONLINEAR HEREDITARY RELATION  
А.В. Хохлов – к.т.н., с.н.с 

Институт механики МГУ, Москва 
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Abstract. General qualitative properties of the theoretic creep curves and long-term strength curves 

produced by the Rabotnov nonlinear hereditary constitutive relation for viscoelastоplastic materials 

are studied analytically under minimal primary restrictions on material functions to reveal 

capabilities of the model and its applicability scope.  

Keywords: viscoelastоplasticity, quasi-linear viscoelasticity, QLV, rate sensitivity, creep curves, 

failure criteria, long-term strength, multimodulus behaviour 

 

Аннотация. Аналитически изучены общие качественные свойства кривых ползучести и 

длительной прочности, порождаемые нелинейным определяющим соотношением Ю.Н. 

Работнова с двумя произвольными материальными функциями, с целью выявления арсенала 

возможностей и области применимости модели. 

Ключевые слова: вязкоупругопластичность, скоростная чувствительность, кривые 

ползучести, критерии разрушения, длительная прочность, разносопротивляемость 

 

Нелинейное определяющее соотношение (ОС) Ю.Н. Работнова [1-8] описывает 

одномерные изотермические процессы деформирования структурно-стабильных 

(нестареющих) вязкоупругопластичных материалов, связывая истории напряжения ( )t  и 

(логарифмической) деформации ( )t  в данной точке тела:  

 
0

( ( )) ( ) ( )

t

t t d       , 
0

( ) ( ) ( ( )) ( )

t

t R t d        , 0t  , (5) 

Здесь ( )t , ( )R t  – функции ползучести и релаксации, а ( )u  – дополнительная 

материальная функция (МФ), введённая Работновым [1-3]. ОС (5) обобщает линейное ОС 

вязкоупругости (получающееся при ( )u u  ):  

 
0

( ) ( ) ( )

t

t R t d     , 
0

( ) ( ) ( )

t

t t d      , 0t   (6) 

Из трёх МФ ( )u , ( )t , ( )R t  в ОС (5) только две независимы, т.к. функции 

ползучести и релаксации связаны интегральным уравнением, выражающим условие 

взаимной обратности операторов (5), отображающих друг в друга функции ( )t  и 

( ) ( ( ))e t t  ; оно унаследовано от линейного ОС (6).  

 В [1-3] ОС (5) (с (0 ) 0   ) называлось «соотношением наследственной теории 

ползучести» и «пластичности», в [4] было дано название «нелинейная теория 

наследственности». В монографии [7, с. 218] Ю.Н. Работнов писал ОС (5): «При 

формулировке теории автор пытался построить теорию наследственной пластичности, 

применимую для описания существенно необратимой ползучести материалов при высоких 

температурах…» В англоязычной литературе ОС (5) именуется уравнением квазилинейной 

вязкоупругости («QLV») [9-12], а его автором называется Y.C. Fung со ссылками на его 

работы 1970-90-х годов [9,10]. В [1-8] ОС (5) прилагалось к описанию поведения 

стеклопластиков, графита, металлов и сплавов, а в [9-12] – связок, сухожилий и др. 

биологических тканей (см. подробную библиографию в [13]). Систематическое 

аналитическое исследованию общих свойств основных теоретических кривых 
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(деформирования, релаксации, ползучести при базовых кусочно-постоянных и кусочно-

линейных программах нагружения), порождаемых ОС (5) с произвольными МФ  и  , 

систематическое исследование комплекса моделируемых эффектов в зависимости от

характеристик МФ и необходимых ограничений на МФ до сих пор не проведены.  

Данный доклад – продолжение цикла работ по изучению общих свойств основных

квазистатических кривых ОС Работнова (5), линейного ОС вязкоупругости (6), нелинейной

модели вязкоупругопластичности типа Максвелла и др. [13-17 и др.]. Все эти ОС нацелены

на описание комплекса реологических эффектов, типичных для материалов, обладающих

наследственностью и заметной скоростной чувствительностью. Подобный качественный

анализ теоретических кривых ОС – важная стадия аттестации любого ОС, создания

своеобразного паспорта-руководства модели: определения списка моделируемых

термомеханических эффектов и феноменологических ограничений на материальные

функции, выявления области адекватности, арсенала возможностей и способов настройки

ОС, разработки способов идентификации, верификации и численной реализации. Такой

анализ необходим и для того, чтобы сформулировать требования к способам аналитического

представления экспериментальных данных и материальных функций ОС: используемые

аппроксимации должны удовлетворять базовым ограничениям теории и обладать

определёнными качественными свойствами, чтобы ОС корректно описывало определённый

комплекс эффектов, присущих некоторому классу материалов.  

На функции ползучести и релаксации в ОС (5) наложим те же минимальные

ограничения, что и в линейной теории (анализ теоретических кривых ОС (5) покажет, надо

ли их дополнять [13]): ( )t и ( )R t предполагаются положительными и дифференцируемыми 

на (0; ) , ( )t – возрастающей и выпуклой вверх на (0; ) , а ( )R t – убывающей и выпуклой 

вниз на (0; ) , ( )R t может иметь интегрируемую особенность или сингулярность ( )t в т. 

0t  . Из этих ограничений следует, что в т. 0t  существуют пределы справа 

(0 ) inf ( ) 0t     и (0 ) sup ( ) 0R R t   (возможно, что (0 )R    ). 

На МФ ( )u в ОС (5) наложим следующие минимальные априорные требования [13]: 

( )u непрерывно дифференцируема и строго возрастает на ( ;0) (0; )   (возможны 

случаи    ,    и (0)   ), причём (0 ) 0(0 )     (иначе входному процессу 

( ) 0t  соответствует ненулевой отклик ( )t ). Для материалов с одинаковым поведением 

при растяжении и сжатии     и МФ ( )u нечётна. Из возрастания ( )u следует 

существование обратной функции 
1:   на промежутке ( ; )D x x  , где 

: sup ( ) ( 0)x u     , : inf ( ) ( 0)x u     , и обратимость ОС (5). Если x  , то при 

   ( )x имеет вертикальную асимптоту x x , а при    ( )x непрерывно 

продолжается в т. x : ( )x   .  

При постоянном напряжении ( ) h( )t t  ( h( )t – функция Хевисайда) ОС (5) даёт 

уравнение семейства кривых ползучести (КП):  

( , ) ( ( ))t t    при ( )x t x   (7) 

Семейство КП (7) возрастает по  (т.к.  возрастает), а при любом 0  (будем 

рассматривать этот случай) КП возрастает по t на всём промежутке, где ( )t x   .  

Если x  (как для линейного ОС (6)), то КП с 0  определены при всех 0t  . 

Если же x  , то ( )t D   только при / (0)x   & ( ) /t x   ; это означает, что КП 

существует только для *  , * : / (0)x   и обрывается в момент *t , удовлетворяющий 

уравнению *( ) /t x   , если / ( )x    (если ( )   КП с малым  не обрывается). Таким образом, если x  и (0) 0  , то параметр * : / (0)x E x    имеет смысл предела (мгновенной) прочности при растяжении, и в ОС (5) уже встроен критерий разрушения при растяжении и, значит, 

можно вывести уравнение соответствующей кривой длительной прочности (КДП). Эта тема 

не рассматривалась в работах по ОС Работнова. Хотя конечность x вовсе не экзотический

случай: например, задача моделирования дробно-линейной зависимости Шестерикова-
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Юмашевой [18] для скорости ползучести от напряжения *( ) / ( )V A     , *[0; )x  , 

приводит к МФ /

*( ) (1 )u Au e    , 0u  , с    , *x    [13]. 

Если    , разрушение при растяжении происходит по достижению критической 

деформации: * : ( )x   , т.е. встроенный в ОС (5) критерий разрушения совпадает с 

деформационным. Если же ( )x   (т.е.    , и ( )u  обладает горизонтальной 

асимптотой u x ), то любая КП с / ( )x     имеет вертикальную асимптоту *t t , где 

* ( / )t p x  , ( )p x  – обратная функция к ( )t  ( [ (0); ( ))x    ). Если ( )    & 

/ ( )x    , то уравнение ( ) /t x    решений не имеет, КП определена при всех 0t  .  

Поэтому уравнение кривой длительной прочности ОС (5) при растяжении:  

 * *( ) / ( )t x t   , * 0t  , или * ( / )t p x  , E x E x   , (8) 

где : 1/ (0)E   , : 1/ ( )E     – мгновенный и длительный модули диаграмм 

деформирования линейного ОС (6) [17]. Из (8) следует, что форма КДП ОС (5) определяется 

только функцией ползучести, а функция   влияет на неё лишь через скалярный параметр x , 

играющий роль коэффициента сжатия КДП вдоль оси напряжения. В [13] доказано, что для 

любых допустимых материальных функций КДП (8) (т.е. функции *( )t   и *( )t ) всегда 

убывает (как и экспериментальные КДП всех стабильных материалов) и выпукла вниз. Для 

степенных функций ползучести ( ) ut Bt  , (0;1]u , 0B  , имеем 1/( ) ( / ) up x x B , и КДП (8) 

принимает вид 1/ 1/

*( ) ( / ) u ut x B    (в координатах *lg lgt   эта КДП – часть прямой с 

угловым коэффициентом 1/ 0k u   ; такие КДП часто наблюдаются в испытаниях 

разнообразных материалов). 

В случае 0   надо заменить в рассуждениях x  и   на x  и  , а   – на | | . 

В случае, когда x    или x    (в частности, для линейного ОС (6)) с целью 

моделирования разрушения и длительной прочности к ОС необходимо добавить внешний 

критерий разрушения, например, деформационный или один из двух семейств интегральных 

критериев, предложенных и исследованных в работе [19]. 

Таким образом, проведённый анализ теоретических кривых ползучести и длительной 

прочности (и других кривых), порождённых ОС (5), позволил очертить круг реологических 

явлений которые нелинейное ОС (5) может адекватно описывать; сопоставить его с 

арсеналом возможностей линейного ОС вязкоупругости (6), которое оно обобщает, указать 

как наследуемые свойства, так и дополнительные возможности нелинейного определяющего 

соотношения по сравнению с линейным. Например, из наличия МФ ( )x  в ОС (5) вытекают 

следующие качественные отличия свойств его КП по сравнению с КП линейного ОС (6): 1) 

зависимость КП (и скорости ползучести) от   не линейная; 2) КП не обязаны быть 

выпуклыми вверх [13], возможно наличие точек перегиба и моделирование КП со всеми 

тремя стадиями (в [19] доказано, что КП линейного ОС (6) всегда выпуклы вверх на всём 

луче 0t  , и потому линейное ОС не способно описывать стадию ускоряющейся ползучести, 

а скорость ползучести всегда стремится при t   к конечному пределу ( )V v  , 

: ( )v   ); 3) если : ( 0)x     (или : ( 0)x    ) – конечное число, то в ОС (5) встроен 

критерий разрушения, позволяющий моделировать длительную прочность при растяжении 

(или сжатии). 

 Основные результаты переносятся и на обобщения ОС (5) с третьей МФ ( )x : 

0

( ( )) ( ) ( ( )) ( )

t

t R t d          и 
0

( ( )) ( , ) ( ( )) ( )

t

t R t d          
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Abstract. On the basis of the modified Foreman equation adjusted for the tip constraint a method and a 

program for calculating the kinetics of flat cracks in the spatial elements of structures using finite 

element method is developed. The results of calculations of the crack propagation in the pipeline with 

nonlinear distributed residual stresses (RS) have been discussed. It is concluded related to the 

conservatism of the calculation such problems using the formulas Paris and Forman (none effect of T-

stress and RS). It is shown that independently on the initial geometry of the crack front, final crack front 

is close to the semi-elliptical configuration. 

Разработана методика и программа для численного моделирования процесса 

циклического роста поверхностной трещины, включая расчёт изменения конфигурации фронта 

трещины, обусловленной: 

- действием активной циклической нагрузки, 

- влиянием поля неравномерно распределённых остаточных напряжений (ОН); 

- Т-напряжениями. 

В основе методики лежит модифицированное соотношение Формана с поправкой на 

стеснение трещины (влияние Т-напряжений), предложенной в работе [1]: 

   m
c

T K
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






1
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,       (1) 

где   maxminmax 1 KRKKK   – размах коэффициента интенсивности напряжений (КИН) за 

один цикл, а R – коэффициент асимметрии цикла. 

Поправочная функция, позволяющая учесть влияние Т-напряжений, может быть 

представлена в виде [2]: 
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Константы C, m, CT, а также критическое значение КИН Kc и предел текучести σT 

являются свойствами материала и подлежат экспериментальному определению. 

Отметим, что в рассматриваемом случае коэффициент асимметрии изменяется вдоль 

фронта трещины (здесь он не является характеристикой цикла внешнего нагружения), а является 

параметром, позволяющим учесть влияние остаточных напряжений (ОН), которые по мере роста 

трещины «прикладываются» к вновь образующимся поверхностям. В зависимости от 

циклической активной нагрузки происходят соответствующие изменения КИН и T-напряжений. 

Поскольку приращение усталостной трещины происходит при увеличении нагрузки до 

максимального за цикл значения, то в выражении (1) следует определять для T =Tmax. 

Предлагаемый подход для моделирования развития 3-х мерной плоской трещины 

нормального отрыва (тип I) в условиях действия остаточных напряжений и с учётом стеснения 

вдоль фронта трещины базируется на совместном использовании 2-х программных комплексов 

(ПК) - ANSYS и MATLAB и реализует принцип поэтапного перестроения сетки конечных 

элементов в области с трещиной. Рассмотрим более подробно алгоритм данного подхода и 

основное назначение каждого ПК. 

В среде ANSYS разработана параметрическая конечно-элементная модель (КЭМ) 

повреждённой (то есть имеющей трещину) зоны рассматриваемого объекта в виде 

призматической области, включающей регулярную область с крупной упорядоченной сеткой 8-
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миугольных элементов, область с трещиной произвольным разбиением на элементы достаточно 

малых размеров и переходную область, соединяющую указанные 2-е области. Встраивание 

трещины осуществляется с помощью разработанного авторами макроса «Трещина» [3]. Укажем 

на некоторые особенности и возможности этого макроса:  

- трещина моделируется вырез с очень малым углом раскрытия в вершине; 

- фронт трещины может быть произвольной конфигурация (но гладким); 

- вдоль фронта трещины создаётся упорядоченная сетка сингулярных элементов. 

Совместно с данным макросом для определения распределения КИН и Т-напряжений по 

фронту трещины применяется разработанная в среде MATLAB программа «Вильямс» для 

расчёта коэффициентов разложения поля напряжений в зоне вершины трещины по собственным 

функциям (Вильямса) решения задачи о трещине. Она взаимодействует с макросом, 

собирающим данные о перемещениях и напряжениях в точках измерений (ТИ) КЭМ вдоль 

фронта трещины. Расчёт производится в плоскостях, перпендикулярных траектории фронта 

трещины. 

В среде MATLAB разработана основная управляющая программа (с графическим 

интерфейсом), обеспечивающая совместную работу программных элементов двух сред. На рис. 

1 представлена принципиальная схема алгоритма, который она реализует. Данные о геометрии 

моделируемой области и материале формируются пользователем и сохраняются в файлы 

данных параметрической КЭМ. Кроме того, в отдельных файлах задаются параметры 

нагружения: минимальное и максимальное значение циклической нагрузки – напряжений, 

действующих перпендикулярно плоскости трещины (ПТ); напряжений, параллельных ПТ; 

нелинейное распределение по толщине ОН, действующих перпендикулярно ПТ. 

Первоначальная геометрия фронта в виде массива координат в плоскости трещины, параметры 

разбиения на сингулярные элементы указываются в файле для макроса «Трещина». 

Решение задачи начинается с запуска управляющей программы, открывающей 

программу «Вильямс», в которой пользователем указываются параметры локализации ТИ, 

количество членов разложения и прочие данные, которые сохраняются в обменный файл. Далее 

производится запуск ANSYS в фоновом режиме или, на первом шаге, в графическом режиме для 

контроля выполнения сценариев. В ANSYS в автоматическом режиме последовательно 

производятся следующие действия: 

- построение призматического тела – модели исследуемого объекта;  

- встраивание трещины с помощью макроса «Трещина»; данные о геометрии фронта, 

соответствующего текущей конфигурации трещины, берутся из обменного файла; 

- разбиение модели на КЭ, задание свойств материала, приложение нагрузок и условий 

закрепления; 

- решение для минимальной и максимальной величин нагрузки за цикл. 

- сбор данных в точках КЭ-сетки, расположенных вдоль фронта трещины и сохранение 

их в обменном файле. 

Затем в автоматическом режиме программой «Вильямс» производится расчёт КИН и Т-

напряжений и передача этих величин в управляющую программу. Необходимо отметить, что 

последняя процедура для текущей геометрии трещины повторяется дважды – для минимальной 

и максимальной нагрузок за цикл (определяются Kmin, Kmax и Тmax), на основе построенной КЭМ. 

По данным о КИН и Т-напряжении в соответствии с соотношениями (1) и (2) производится 

расчёт величины приращения фронта в каждой его точке. После этого повторно выполняется 

указанная ранее последовательность процедур в ANSYS. При этом ANSYS после первого 

запуска и выполнения своих действий переходит в режим ожидания, до тех пор, пока не получит 

новое задание с новой конфигурацией фронта трещины. Также работает и программа 

«Вильямс»: либо рассчитывает коэффициенты разложения Вильямса, либо находится режиме 

ожидания (рис. 1). 

В качества примера применения разработанных методики и программы ниже приводятся 

результаты исследования процесса распространения внутренней трещины, расположенной в 

плоскости сварного стыка трубопровода (те есть перпендикулярно оси трубопровода ) на его 
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внутренней поверхности. Было принято, что изначально трещина имеет форму полукруга 

радиусом 4 мм. Внешний диаметр трубопровода 1420 мм, толщина стенки 18,7 мм. В 

трубопроводе действует внутреннее давление 10,6 МПа, приводящее к возникновению осевого 

напряжения 200 МПа и окружного 400 МПа. При эксплуатации может иметь место изгиб 

трубопровода, вследствие чего в зоне трещины возникают дополнительные осевые напряжения. 

В совокупности с пульсацией давления эти напряжения приводят к циклическому нагружению 

(которое считается квазистационарным). В работе приняты следующие параметры цикла 

нагружения (вдоль оси y): среднее напряжение =200 МПа, амплитудное напряжение 

. 

 
Кроме того, считалось, что в сечении стыка сварного соединения имеют место 

действующие вдоль оси y остаточные напряжения , распределение которых (рис. 2) было 

принято в соответствии с результатами экспериментального исследования натурного 

газопровода [4]. 

При расчётах были приняты следующие параметры материала: С=10
-9

 мм/цикл, m=3, 

СT=0,15, Kc=200 МПа·м
0,5

 и σT=300 МПа при E=2·10
5
 МПа, ν=0,3. 

При численном моделировании производилось определение дискретных шагов 

приращения размера трещины в точках её фронта Δl, возникающих после ΔN=10
5
 циклов, (в 

силу малости Δl величины КИН и Т-напряжений на каждом шаге принимались постоянными). 

Общее количество циклов, по достижении которых происходила остановка расчёта, N = 10
7 

(если ранее КИН не достигал критического значения). При расчёте КИН и Т-напряжений в 

разложении Вильямса удерживалось 10 членов. 

На рис. 3 приведены конечные конфигурации фронта трещины, полученные при 

различных условиях решения. 

 

Рис. 1. Блок-схема алгоритма решения задачи о распространении  

пространственной плоской трещины 
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На основании полученных результатов было установлено, что расчётное значение КИН 

достигает максимального значения вблизи оси симметрии фронта трещины Kmax = 112 МПа  в 

случае, когда учитывается влияние ОН, но не учитываются Т-напряжения (при учёте Он и Т-

напряжений Kmax = 78 МПа ). Кроме того, имеют место следующие закономерности влияния 

условий нагружения на конфигурацию трещины и особенности распределения КИН и Т-

напряжений по её фронту: 

1. Конечная конфигурация фронта трещины близка к полуэллиптической. 

2. Как и следовало ожидать, Т-напряжения (при Т>0) приводят к снижению скорости роста 

трещины, что позволяет сделать вывод о консервативности расчёта задач рассмотренного типа по 

классическим формулам Париса и Формана (не учитывающие влияние Т-напряжений и ОН). ОН, 

в данном случае, имеют обратное влияние. 

3. Как показало детальное рассмотрение задачи, при отсутствии ОН распределение КИН 

вдоль фронта трещины по мере роста размеров трещины стремиться к постоянной величине, тогда 

как при наличии ОН – достаточно сложный характер. 

4. Характер распределения и величина Т-напряжений вдоль фронта трещины, в отличие от КИН, 

слабо зависят от ОН. 

Работа выполнена при поддержке гранта РНФ, проект № 14-19-00383 
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Рис. 3. Конфигурация фронта трещины при различных условиях нагружения: 

1 - исходная конфигурация трещины; конечная конфигурация, полученная: 

2 -  без учёта влияния ОН и Т-напряжений, 3 - с учётом ОН и Т-напряжений, 4 - с учётом ОН 

(без Т-напряжений), 5 - с учётом влияния Т-напряжений (без учёта влияния ОН) 
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Abstract: Been considered a fairly general approach to structuration the author's models of solid 

mechanics, to be used to optimally structuring the data, applied in new created bases and data 

banks. The proposed approach can significantly reduce the search time of the necessary data and 

ensures their high relevance. 

Key words: databases and databanks; author’s models; structuration; a unified approach; the 

relevance of the information. 

 
Аннотация: Рассмотрен достаточно общий подхода к структуризации авторских моделей 

механики деформируемого твердого тела, позволяющий оптимально структурировать 

данные, закладываемые в создаваемые базы и банки данных. Предлагаемый подход 

позволяет существенно сократить время поиска необходимых данных и обеспечивает их 

высокую релевантность.  

Ключевые слова: базы и банки данных; авторские модели; структуризация; единый подход; 

релевантность информации.  

 
Быстрый рост объемов и аспектов применения данных, генерируемых в различных 

областях знаний, делает задачу их эффективного поиска и использования достаточно 

актуальной. Так, в достаточно эффективно развивающихся отраслях, например, такой, как 

газовая, на конец сентября этого года, насчитывалось только их собственных стандартов 

более 300. При практическом использовании подобными данными необходимо учитывать 

еще и ссылки в каждом стандарте, причем эти ссылки будут, естественно, различными в 

зависимости от целей применения одних и тех же сведений.  

Анализ применения баз и банков данных для целевого использования расчетных 

методов и другой научной информации показал, что эффективность применения 

автоматизированных поисковых систем, во многом зависит от построенных при 

проектировании системы информационно-логических моделей, т.е. элементов, связей, и 

ограничений. При этом представляется: хотя, в принципе, любая схема упорядочивания 

данных по произвольному набору формальных признаков достаточно просто реализуется 

при использовании современных способов обработки информации, такой подход можно 

считать приемлемым только для узкого круга специалистов, которые имеют целостное 

представление обо всей системе. Для большинства пользователя важной является не только 

семантическая составляющая отдельных массивов данных, какой бы содержательной и 

полной она не была, но и указание на все возможности применения получаемой 

информации. Поэтому при проектировании экспертной системы нами принято, что 

оптимальным является адекватная корреляция формально-логических и смысловых связей 

отдельных обрабатываемых группировок данных.  

Следовательно, для обеспечения необходимой эффективности информационных 

разработок, создаваемая методика структуризации должна быть, прежде всего, как можно 

более универсальной, устанавливающей однозначно понимаемое широким кругом 

пользователей взаимное соответствие смысловых и формально-логических связей, что 
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существенно не только для эффективной реализации электронной обработки информации и 

быстроты поиска, но и для релевантного отклика системы, особенно в части расширения 

возможностей использования получаемых данных. Нужно учесть еще целый ряд серьезных 

ограничений. Главное, чтобы закладываемые в информационные базы носители данных и 

устанавливаемые между ними связи не искажали семантические и стилистический установки 

автора, не нарушали общую логику и морфологию обрабатываемого документа.  

Представляемая работа явилась обобщением опыта предпринимаемых в этом 

направлении многолетних усилий в ИМАШ РАН в разработке оптимального способа 

структурирования данных различных документов, существующих и генерируемых в сфере 

МДТТ, а также используемых в различных ее приложениях.  

В качестве основы структурирования информации, закладываемой в создаваемые БД, 

было выбрано обобщенное представление авторских моделей, в содержании которых 

возможно выделить результат моделирования и этапы реализации модели.  

Под моделированием понимается отображение чего-либо в самом широком смысле, 

предполагающее отражение в результате проявления особенностей отображаемого в 

соответствии с используемыми в процессе моделирования законами, правилами, гипотезами, 

теориями и т.п., применяемыми и разрабатываемых в областях МДТТ и ее приложений, либо 

впервые предлагаемых авторами.  

В процессе работы в соответствии с общими принципами моделирования, 

спецификой рассматриваемой области знаний и точном соответствии со смыслом и 

морфологией авторского текста удалось выделить основные составляющие моделей 

различных аспектов поведения объектов, изучаемых в МДТТ и ее приложениях, характерные 

практически для любых моделей. Подход к разработке структуры подобной информационно-

логической модели показан на рисунке 1. 

Выбор подобной основы для обеспечения корреляции закладываемого автором в 

документ смысла и информационно-логических связей отдельных групп данных позволил с 

единых позиций описать поведение широкого класса материалов (в первую очередь, 

конструкционных) в процессе и эксплуатации и эксперимента, при получении и 

использовании свойств и характеристик материалов в различных условиях, проведении 

расчетов по определенной модели и т.п. На рисунке 2 представлены основные связи баз, 

обеспечивающие заявленные возможности.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

Рис. 1. Подход к разработке структуры информационно-логической модели 
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Рисунок 2. Реализация связей БД в рамках информационно-логической модели 

 

В свою очередь, такой поход не исключает и использование необходимых логических 

связей, которые в фактически являются отражением достаточно формализованных и широко 

используемых моделей, часто разработанных ранее и для несколько других целей. 
Такие связи используются, например, внутри и с БД «Персоналии», «Документы» и 

«Организации».  

Разработанный метод позволяет: 

- существенно увеличить скорость поиска необходимых данных;  

- обеспечить необходимый уровень релевантности удовлетворения запросов 

пользователей; 

- достоверно определять источник и способ получения, а также все возможные сферы 

применимости получаемых данных обо всех запрашиваемых информационных объектах; 

- использовать единый универсальный подход для составления универсальных 

паспортов для всех БД на основе реализации разработанных общих принципов предлагаемой 

структуризации. 

БД «Модели»: 

- описание, определение и использование 

свойств и характеристик; 

- анализ данных эксплуатации; 

- анализ НДС; 

- планирование экспериментов; 

- проведение расчетов; 

- построение классификаторов; 

- структуризация БД «Документы»; 

«Персоналии»; «Организации». 

БД 

«Материалы» 

БД 
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УДК 602.17 
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DIFFERENT SCALE-STRUCTURAL LEVELS AT UNIAXIAL UNSYMMETRICAL 

LOADUNG   
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МГУ им. М.В.Ломоносова, Москва, Россия 
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Abstract. As the unification of physics of metals and mechanics of deformable bodies a new 

approach to the description of brittle fatigue failure development at the micro-, meso- and macro 

levels is discussed. There were formulated the constitutive relations for failure probability at each 

scale level based on the proposed classification of defects and given the method of determination of 

material functions for uniaxial unsymmetrical loading. As an example for steel St.3 results of 

fatigue analysis and fatigue curves for various failure states are represented.    

Key words: multiaxial fatigue, brittle fracture, metals, microstructure  

 

Аннотация. В рамках объединения физики металлов и механики деформируемого твердого 

тела рассматривается новый подход к описанию процессов хрупкого усталостного 

разрушения на микро-, мезо- и макроуровнях. На основе предложенной классификации 

дефектов сформулированы определяющие соотношения для вероятности разрушения на 

каждом масштабном уровне и дана методика определения материальных функций для 

одноосного нагружения с несимметричным циклом. На примере Ст.3 представлены 

результаты анализа развития усталостного разрушения и кривые усталости для различных 

предельных состояний.  

Ключевые слова: многоцикловая усталость, хрупкое разрушение, металлы, микроструктура  

    

В докладе рассматриваются процессы усталостного разрушения металлов на разных 

структурно-масштабных уровнях при одноосном нагружении с несимметричным циклом 

следующего вида: 

   ,
11

fa             sin ,f                    0,t     

На основе анализа экспериментально-теоретических исследований хрупкого 

усталостного разрушения металлов по физике разрушения, металловедению, механике 

деформируемого твердого тела автором сформулированы основные гипотезы предлагаемой 

модели [1–3]. Процесс хрупкого усталостного разрушения рассматривается последовательно 

на микро-, мезо- и макроуровнях и вводится классификация хрупкого разрушения по 

дефектам i  го масштабного уровня, задаваемых средним линейным размером  i il l   и 

плотностью   ,i iq q  1,...6i  . Смена уровней дефектов характеризуется сменой физических 

механизмов разрушения. Образование дефектов каждого масштабного уровня происходит 

вследствие последовательного зарождения, развития и слияния дефектов предыдущих 

уровней. Для каждого уровня вводится непрерывная возрастающая функция  * *
i il l  :  

      * ,ci i il l q V


   0,t    , cV – представительный обьем твердого тела, в котором 

возможно зарождение начальной трещины механики разрушения длины L ,  – константа 

материала. Предельное состояние дефекта (разрушение по дефекту i  того уровня) 
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определяется достижением функции  * *
i il l   предельного значения *

,
l
f i

, 1,...6i  . Под 

вероятностью разрушения на i  том уровне  i iQ Q  понимается вероятность события, при 

котором функция  * *
i il l   достигает предельного значения *

,
l
f i

в момент времени ,  

0,t    . Для рассматриваемого нагружения процесс развития хрупкого усталостного 

разрушения описывается следующей рекуррентной системой определяющих соотношений 

для функций  ,ai iQ Q n , 1,...6i  :  

 

i  тый уровень дефектов 
вероятность разрушения i  того уровня  Q Q n

i i
 , 0 1Qi   

Уравнение начала 

роста дефектов  

i  того уровня 

1, 2,3,i  ,
1a i

 
 1

1
n 

0,
0

   lg lgn n ai   

 

 
lg lg1

lg lg
1

n na ai iQ F Ri i i
N ni i i ii

  

  

 
 



  
     

   

  1
1Q ni i




 

4,i    ,
3 a   

 lg lg
4

n n a  

 

 

 
lg lg3 4

4 4 4
lg lg4 4 4 43

n na a
Q F R

N n

  

  

 


 

   
   

  
  

 

 

 4 5
1Q n   

5,i  ,
4 a 

 lg lg 5n n a  

 

 
lg lg5 4

4 4 4
lg lg5 4 4 4 4

n n aaQ G R
N n

  

  

 


 

  
  

   
   

 

 

 
,

lg lg
4 4

5 5 5
lg lg5 5 544

n na a
Q F R

N n

  

  

 


 

   
   

  
  

 0
6

Q   

 5 6
1Q n   

 

 

6,i    ,5 a      

 lg lg
6

n n a  

 

 
lg lg5 4 ,

6 6 6
lg lg6 6 4 65

n na a
Q F R

N n

  

  

 


 

   
   

  
  

 

 
lg lg6 4 ,5 5 5

lg lg56 5 54

n n aaQ G R
N n

  

  

 


 

  
  

   
   

 0
4

Q   

 6 7
1Q n   

Модель позволяет подбирать вид функций  ai iF F   и 

  ,i iR R n 1,...,6,i  входящих в определяющие соотношения, в зависимости от конкретных  

материалов. В расчетах принимались функции вида: 

1

1

,
i

i
a i

F

i i


 

 




 
  
  

 

 
lg lg

,
lg lg

i
ai

i
i i i

n n
R

N n






 
  
  

1,..., 4;i     

1

1

,

i
a i

i
i i

F


 

 




 
  
  

 
 

 
4

4

lg lg
,

lg lg

i
a

i
i i

n n
R

N n






 
  
  

5,6;i 
1

1

,

i
ai

i
ii

G


 

 




 
  
  

4,5,i   

 ,
i i

    ,  , ,i i      , ,i i      ,i i    – материальные функции 

модели.  

Полагая разрушения по дефектам мезоуровня ( 4,5,6i  ) независимыми событиями,  

функция вероятности разрушения  Q Q  , 0 1Q  , как сумма вероятностей 

событий, при которых произойдет разрушение только по дефекту i го уровня,  задается в 

виде:  
 

 
  

66

4 4
1 .

1

i
i

i ji

Q
Q Q

Q


 

 
  


 Кривая усталости определяется уравнением: 
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  1
f

Q t  , из которого находится долговечность металла по дефектам мезоуровня  

 af f
t t  .  

В определяющие соотношения входят материальные функции   , ,
i i i

N    , 

1,...,6,i   при которых дефект i  го уровня достигает предельного состояния.  Реализована 

методика идентификации этих функций на основе данных стандартных испытаний на 

усталостную прочность с учетом влияния асимметрии цикла и результатов физических 

исследований по эволюции хрупких трещин.  

По представленной модели проведен анализ развития хрупкого усталостного 

разрушения для широкого класса черных и цветных металлов и их сплавов; углеродистых, 

легированных, нержавеющих сталей; никелевых и алюминиевых сплавов; промышленных 

сталей, применяемых при изготовлении труб для нефте- и газопроводов.   

В качестве примера рассматриваются данные для малоуглеродистой Ст.3, изучению 

кинетики усталостного разрушения которой посвящено много работ (Л.Р. Ботвиной, Л. 

Бэрстоу, В.С. Ивановой, В.Ф. Терентьева, В.Г. Пойды, К. Танаки и др. (1910-1918 гг.).  По 

литературным данным для Ст.3 при пульсирующем нагружении на рис.1 представлены 

четыре стадии усталостного разрушения и на рис. 2 фрактографии структуры стали.   

 
Рис.1 (а) Стадии развития усталостного разрушения Ст.3: 740 ,МПа

в
   11%,

в
  500 ,МПа

s
   296 ,

1
МПа 


 

2 372 ,
0

МПаR  
3

18.5*10d мм


   при пульсирующем изгибе, 1   

Области I-VI и границы развития дефектов шести уровней, кривая усталости по дефектам мезоуровня ft и 

экспериментальная кривая усталости по полному разрушению FT при одноосном нагружении Ст. 3 

(б) 1  ,  (в) 0  ,  (г) 2.7  ,  1-6 – базовые точки модели 

Результаты расчетов по каждому виду дефектов для пульсирующего нагружения 

представлены на рис. 1 (б). Кривая 1–1 на рис. 1 (б) соответствует кривой 1 на рис. 1 (а), 

кривая 3–3 на рис. 1 (б)– кривой 2 на рис. 1 (а), кривая 4–4 с рис. 1 (б) – линии Френча 4 на 

рис. 1 (а) начала развития дефектов пятого уровня. Для расчета характеристик 

окончательного разрушения стали (приведена экспериментальна кривая усталости FT) 
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необходимо привлекать критерии развития вязкого разрушения. Данные расчетов для 

симметричного одноосного нагружения приведены на рис.1 (в). На рис. 1 (г) представлены 

результаты расчетов для одноосного нагружения с предельно возможным для использования 

предложенной модели параметром 2.7  , при котором для данной стали 
4 s  .  

 
Рис. 2 Микроструктура стали Ст. 3 при пульсирующем одноосном нагружении на разных стадиях развития 

усталостного разрушения 

(1) – (6) первая стадия развития микроразрушения (по дефектам первого уровня) (рис.1(а), до кривой 1), 

*15000: (1) – (4) интенсивное зарождение пор и дислокаций, (5) зарождение субмикротрещин по границам 

феррит-цементит,(6) развитая дислокационная структура у неметаллических включений ; (7) – (13) вторая 

стадия развития разрушения (до образования коротких трещин– дефектов четвертого уровня)  (рис. 1 (а), до 

кривой 2)  при 372
0

МПа  : (7) – (10) микротрещины на границах ферритных зерен, (11) микротрещины на 

субграницах отжига, (12) у неметаллических включений, (13) на границах раздела феррит-цементит; 

(14) третья стадия разрушения (рис.1 (а), до линии Френча 4): развитие коротких трещин (дефектов 

четвертого уровня) до образования макротрещин размера, в среднем, до 0.5мм , *500; (15) короткие 

трещины в ферритных зернах на линии Френча; (16), (17) четвертая стадия разрушения (рис. 1 (а), до кривой 

усталости 5) при 
max

420МПа  : развитые макротрещины у неметаллических включений и в устойчивых 

полосах скольжения на границе зерна соответственно, *2820 
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УДК 539.421 

МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОЦЕССА ПРОГРЕССИРУЮЩЕГО 

РАЗРУШЕНИЯ КОМПОЗИТНОЙ РЕССОРЫ 
1
 

MODELLING OF THE PROCESS OF PROGRESSIVE DESTRUCTION  

FRP LEAF-SPRING 
А.М. Кокуров, м.н.с., Н.А. Татусь, с.н.с., к.т.н. 

Институт машиноведения им.А.А.Благонравова РАН  

 

Аbstract. In the paper considered the process of modeling the progressive destruction of FRP leaf 

spring. Calculation procedure for leaf-spring with one shit is presented. The features of the calculation 

using MSC Patran are describes. 

Key words: FRP, elastic elements, degradation of properties, fracture 

Аннотация. В представленной работе рассматривается процесс моделирования 

прогрессирующего разрушения рессоры из волокнистого композита. Приводятся результаты 

расчета композитного элемента подвески автомобиля (рессоры) при прогрессирующем росте 

расслоения, демонстрирующие эффективность применения предлагаемой методики. 

Ключевые слова: волокнистые композиты, упругие элементы, разрушение, рост дефекта. 

 

Введение 

Все новое – хорошо забытое старое или не очень хорошо. Сколько раз ругали рессоры за 

громоздкость, неудобность, большие неподрессоренные массы, ненадежность - высокий износ 

от межлистового трения, но появляются новые материалы и рессора, которую собрались 

задвинуть на дальний угол полки прогресса, преображается: теперь это легкое, изящное, 

состоящее из одного композитного листа изделие. Например, в конструкциях подвесок 

современных Chevrolet Corvette и Volvo XC90 применяются поперечные стеклопластиковые 

рессоры.  

 

«Традиционный» аналитический расчет рессоры 

При проектировании рессор задаются следующими техническими требованиями: 

1.Рессора должна обладать заданной жесткостью на линейном участке диаграммы 

P
с

v
  это условие должно быть выполнено точно,... 

где P-нагрузка, v-прогиб. 

2.Рессора должна выдерживать заданную максимальную нагрузку 

max ст динP P cv   ... а это с запасом: σmax≤[σ] 

(где Pст – статическая нагрузка, vдин – динамический прогиб, σmax и [σ] – максимальные и 

допустимые напряжения напряжений) 

3.Из расчета пробега, например, 100 тыс. км рессора должна выдерживать 2-3·10
5
 циклов 

при следующем режиме циклического нагружения:  

цикл cт циклP P cv   

т.е. рессора нагружается статической нагрузкой с дополнительным циклическим ходом 

±vцикл, поэтому напряжения, соответствующие Pцикл, должны назначаться с учетом циклической 

прочности материала на базе 3·10
5 

циклов. Для стеклопластиков требования по циклической 

прочности является определяющим. Расчет циклической прочности проводится аналогично 

условию 2 с заменой Pmax на Pцикл и статических значений прочности на циклические. 

4.Под статической нагрузкой стрела прогиба должна быть равна заданной. Это 

требование обеспечивается выбором предварительной кривизны рессоры и заданием потребной 

жесткости. 

Не вдаваясь в подробности аналитического метода и отсылая заинтересованного читателя 

                                                
1 Работа выполнена при поддержке грантов РФФИ № 15-08-01472, РНФ № 14-19-00776 
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к статьям авторов [2], [3], скажем, что аналитический метод дает удовлетворительные 

результаты для расчета сплошных композитных рессор с учетом разориентации волокон, но без 

учета технологических дефектов или накопленных повреждений. Если же рессора с дефектами, 

то на помощь нужно призывать современные методы проектирования и расчёта с помощью 

методов конечных элементов (МКЭ). Попытке спрогнозировать рост заложенного дефекта в 

виде расслоения под нагрузкой посвящена последующая часть статьи. 

 
Рис. 1. Продольная композитная рессора автомобиля, выбранная для отработки методики расчета 

 

Методика моделирования и расчета прогрессирующего разрушения элемента 

конструкции 

Методика моделирования и численного расчета прогрессирующего разрушения 

композитной рессоры основана на поэтапном анализе общей и местной прочности. 

В процессе анализа прочности проводится общий расчет рессоры. В результате этого 

расчета получается картина напряженно-деформированного состояния конструкции в целом, на 

которой можно выделить характерные области возникновения дефектов и повреждений. 

Далее проводится анализ полученных результатов, определяются потенциальные зоны 

возникновения повреждений и характерные им механизмы разрушения – расслоение, 

расщепление, разрушение связующего, выкрашивание материала и др. Для выделенных 

областей сохраняются граничные условия (значения перемещений), необходимые для 

проведения последующих расчетов. 

На следующем этапе проводится анализ локальной прочности. В частности, модель 

выбранного объекта перестраивается в зависимости от типа моделируемого дефекта, 

формулируются граничные условия, и проводится расчет на прочность с прогрессирующим 

ростом дефекта. 

В итоге делается вывод об остаточной прочности рессоры. 

Алгоритм проведения исследования приведен на рис. 2. 

 
Рис. 2. Алгоритм проведения расчета прогрессирующего разрушения композитного элемента конструкции 

 

Рассмотрим каждый из этапов более подробно на примере моделирования 

прогрессирующего разрушения композитной рессоры автомобиля. 

 

Этап 1 – расчет конструкции рессоры 

На первом шаге первого этапа разрабатывается геометрическая модель исследуемой 
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конструкции. На базе подготовленной геометрии, создается соответствующая конечно-

элементная модель (КЭМ). Для построения сетки могут быть выбраны как двухмерные, так и 

трехмерные конечные элементы (КЭ) различной формы и размеров, в зависимости от требуемой 

детализации. 

В качестве конструкционных материалов могут быть заданы ортотропные и 

анизотропные композитные материалы. Допустимо задавать для каждого из слоев 

индивидуальные характеристики материала. 

Выбор критериев прочности зависит от особенностей эксплуатации и соответственно, 

вида нагружения объектов из КМ, в частности могут быть заданы критерии разрушения Хилла, 

Хоффмана, Цай-ву, Хашина, максимальных напряжений, максимальных деформаций и другие.  

Задание граничных условий и нагрузки определяет тип решаемой задачи - это могут быть 

как статический, так и динамический расчеты. 

Для определения напряженно-деформированного состояния была создана расчетная 

конечно-элементная модель рессоры автомобиля, представленная на рис. 3. КЭМ построена в 

программе MSC Patran с учетом детального анализа конструкции рессоры. 

Полученные результаты расчета в виде НДС конструкции, включающего в себя картины 

деформаций и поля напряжений сохраняются в качестве базовых результатов (рисунки 4-6). 

Результаты представлены в локальной системе координат конечных элементов: ось X 

направлена вдоль рессоры, ось Y – перпендикулярна плоскости конечного элемента, ось Z - 

поперек рессоры. 

  

Рис. 3. Конечно-элементная модель рессоры 

автомобиля 

Рис. 4. Прогиб рессоры автомобиля  

  
Рис. 5. НДС рессоры автомобиля. Напряжения 

вдоль оси X  

Рис. 6. НДС рессоры автомобиля. Напряжения 

в плоскости XZ 

 

Анализируя полученные результаты можно заметить, что зоны концентрации 

напряжений вдоль оси X и в плоскости XZ совпадают и находятся в районе перехода регулярной 

зоны рессоры в проушину (рисунках 5 и 6 они обведены кругом), следовательно с высокой 

вероятностью разрушение возникнет именно в данной области конструкции. 

Таким образом, дальнейшее исследование процессов разрушения рессоры целесообразно 

проводить именно в зоне соединения проушины с основной конструкцией рессоры. 

Этап 2 – расчет прогрессирующего разрушения рессоры 
Второй этап моделирования и расчета посвящён анализу влияния дефекта на 

напряженно-деформированное состояние конструкции. В качестве дефекта может приниматься 

как потенциальное повреждение – допустимое отслоение или непроклей, так обнаруженное в 

процессе эксплуатации изделия. Данный этап начинается с конкретизации типа локального 

дефекта структуры материала и задания его геометрических параметров. Далее создается 
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конечно-элементная модель локальной области конструкции, включающая дефект и регулярную 

зону вокруг него (рисунок 7).  

 

Рис. 7. Переход от глобальной к 

локальной моделям области возникновения и 

роста разрушения 

Взаимосвязь слоев задается с помощью интерфейса клеевого соединения. Процесс 

прогрессирующего разрушения моделируется разрывом связей между узлами КЭ. Критерии 

разрушения в клеевом интерфейсе задаются в виде предельно допустимых напряжений для 

связующего, а также критериев разрушения монослоев. В остальных областях (где не 

рассматривается межслойное расслоение) задание клеевого слоя заменяется на операцию 

объединения узлов.  

Полученная модель интегрируется в исходную КЭМ путем замены соответствующего 

массива конечных элементов. Затем производится расчет, аналогичный выполняемому на 

предыдущем шаге. 

В общей сложности были получены результаты для 30 шагов нагружения (рисунок 8), 

для наиболее характерных 6 этапов роста прогрессирующего разрушения композитной рессоры 

представлены картины НДС в локальной системе координат на рисунке 9. 

 
Рис. 8. Перемещения (прогиб) характерной точки рессоры в процессе нагружения 

Рис. 9. НДС локальной области рессоры. Напряжения вдоль оси X 

   
Шаг нагружения 1 Шаг нагружения 2 Шаг нагружения 3 

   
Шаг нагружения 4 Шаг нагружения 5 Шаг нагружения 6 




