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Аннотация.  

В данной работе рассмотрен структурный синтез и анализ механизмов, 

обеспечивающих постоянство точки ввода инструмента в рабочую зону 

полученных на основе использования ременных и конических передач. 

Кроме того, представлено решение задачи о положениях, задачи о 

скоростях и ускорениях, задачи динамического анализа, а также разработана 

и исследована действующая модель механизма с ременными передачами. 
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Введение. 

 

Актуальность работы. 

Современное машиностроение требует создания новых 

высокоэффективных машин и механизмов. Одной из важных задач в этой 

связи является разработка устройств для медицинских и исследовательских 

применений. Речь идет, в частности, о роботизированных хирургических 

операциях, а также о автоматизированном проведении исследований свойств 

плазмы. В обоих этих случая, а также в ряде других необходимо наличие таких 

механизмов, которые обеспечивают постоянство точки ввода инструмента в 

рабочую зону. 

Необходимо отметить, что в данном направлении достигнуты важные 

результаты. Один из них связан с роботом da Vinci, в котором для решения 

данной проблемы используются два дополнительных привода, что утяжеляет 

конструкцию. Другое решение основано на использовании сферического 

механизма с круговой направляющей. Наличие такого элемента создает 

трудности при изготовлении, а также при решении задач о положениях. Еще 

один подход к решению данной проблемы заключается в использовании 

шарнирных параллелограммов, что обеспечивает равенство поворотов 

начального и конечного звеньев в механизме. Однако это устройство в силу 

наличия двух шарнирных параллелограммов может иметь повышенные 

показатели по весу. 

В связи со сказанным актуальной является задача разработки и 

исследования новых механизмов, обеспечивающих постоянство точки ввода 

инструмента в рабочую зону на основе использования ременных либо 

конических передач. Этому вопросу посвящена данная работа. 

 

Целью данной работы является создание новых эффективных 

механизмов, обеспечивающих постоянство точки ввода инструмента 

(рабочего органа) в рабочую зону, а также разработка методик их 
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кинематического и динамического анализа. Для достижения поставленной 

цели нужно решить следующие задачи. 

 

Задачи, решаемые в работе. 

1) Синтезировать механизмы, обеспечивающие постоянство точки 

ввода инструмента в рабочую зону, содержащие либо конические передачи, 

либо ременные передачи. 

2) Разработать методику кинематического анализа и представить 

решения задач о положениях, скоростях и ускорениях, основанные на 

дифференцировании уравнений связи и на векторном вычислении. 

3) Разработать методику динамического анализа, основанную на 

принципе Даламбера - Лагранжа. Разработать программы динамического 

анализа и решить конкретные примеры. 

4) Разработать действующую модель одного из механизмов, 

содержащую ременные передачи. Определить характеристики модели, в 

частности рабочую зону и точность. 

 

Научная новизна заключается в получении новых механизмов, 

обеспечивающих постоянство точки ввода в рабочую зону. Так же, были 

разработаны методики алгоритмы и программы их кинематического и 

динамического анализа, создана действующая модель механизма. 

 

На защиту выносятся: 

1) Новые структурные схемы механизмов, обеспечивающие 

постоянство точки ввода инструмента в рабочую зону  

2) Новые методики, алгоритмы и программы кинематического 

анализа механизмов, обеспечивающие постоянство точки ввода инструмента в 

рабочую зону  
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3) Новые методики, алгоритмы и программы динамического 

анализа механизмов, обеспечивающие постоянство точки ввода инструмента в 

рабочую зону. 

4) Разработанная конструкция действующей модели и механизма, 

обеспечивающая постоянство точки ввода инструмента в рабочую зону. 

 

Практическая значимость заключается в том, что здесь получены 

новые механизмы, обеспечивающие постоянство точки ввода инструмента в 

рабочую зону. Эти механизмы можно эффективно использовать при 

хирургических операциях, а также при исследовании свойств плазмы. Кроме 

того, разработаны алгоритмы и программы кинематического и динамического 

анализа, которые могу быть использованы при исследовании других 

механизмов. 

 

Методы, применяемые в работе: 

В работе использовались методы теории механизмов и машин, 

теоретической механики, аналитической геометрии, дифференциального и 

матричного исчислений, компьютерного моделирования. 

 

Достоверность результатов обусловлена строгостью математических 

выкладок, основанных на фундаментальных положениях механики с 

использованием общепринятых допущений. Теоретические результаты 

частично подтверждены с помощью численного и натурного эксперимента. 

 

Апробация работы.  

Основные результаты диссертационной работы были представлены: 

1) На Международной конференции «Машины, технологии и 

материалы для современного машиностроения», посвященной 80-летию 

Института машиноведения им. А.А. Благонравова, ноябрь 2018 г. 
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2) На XIV Международной конференции по электромеханике и 

робототехнике "Завалишинские чтения", апрель 2019. 

3) На XXXI Международной инновационной конференции молодых 

ученых и студентов по проблемам машиноведения, ноябрь 2019 г. 

4) На IV онлайн – конференции «Проблемы развития теории 

механизмов и машин. Разработка научных основ и инновационных технологий 

в станкостроении», март 2020 г. 

5) На Международном научном семинаре по теории механизмов и 

машин им. академика И.И. Артоболевского, январь 2020 г. 

 

Публикации. 

По результатам диссертации опубликовано 8 научных работ, в том числе 

четыре статьи в базе данных Scopus, две статьи в журналах из списка ВАК, два 

доклада на конференциях. 

 

Структура диссертации. 

Диссертация включает введение, четыре главы, заключение и список 

литературы из 113 наименований. Общий объем диссертации составляет 117 

страниц, содержит 45 рисунков. 
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Глава 1. Обзор технических решений, обеспечивающих постоянство 

точки ввода инструмента в рабочую зону и методы исследования, 

применяемые для данных механизмов. 

 

В данной главе рассматриваются различные подходы к построению 

механизмов, обеспечивающих постоянство точки ввода инструмента в 

рабочую зону. Кроме того, приводятся различные методы исследования 

подобного рода механизмов. 

 

1.1 Механизмы, обеспечивающие постоянство точки ввода 

инструмента в рабочую зону.  

 

В данном параграфе приведены различные технические решения, 

обеспечивающие постоянство точки ввода инструмента в рабочую зону. При 

этом могут быть использованы различные принципы построения механизмов, 

например это могут быть передачи с гибкой связью или конические передачи. 

С помощью конических передач можно построить механизм 

рассмотренный А.Ф. Крайневым [50], обеспечивающий прямолинейное 

движение точки выходного звена (Рис. 1.1, Рис. 1.2), механизм состоит из 

основания 1, начального звена 2, конических, зубчатых передач 3 и 4, 

промежуточного звена 6, связанного через втулку с начальным звеном. 

Конические зубчатые передачи 3 и 4 должны иметь равные передаточные 

отношения. 

При работе данного механизма начальное звено 2 приводит в движение 

зубчатую коническую передачу 3, это движение через промежуточное звено 6 

передается на коническую зубчатую передачу 4 и затем на выходное звено 5. 

Длины звеньев l5= l6 могут быть произвольными. 
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Рис. 1.1 

Для того, чтобы обеспечить равный поворот начального и конечного 

звеньев, можно использовать шарнирные параллелограммы либо передачи с 

гибкой связью [50].  
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Рис 1.2 

На (Рис. 1.3) представлено соединение двух параллелограммов FGCE и 

ABCD, установленных на вращающемся звене GK. Здесь поворот звена EF в 

точности копируется звеном BO. В данном случае ось звена EF всегда 

параллельна оси звена AG и BO, а ось звена KG всегда параллельна осот звена 

ED и звена AB. 

Схема, представленная на (Рис 1.4) [50] является аналогичной (Рис 1.3), 

ее отличие заключается в том, что роль параллелограммов выполняют цепные 

передачи 3 и 4. Звездочки цепных передач имеют центры вращения G, B, A. 

Звездочка G жестко соединена со звеном KG и имеется связь со с звездочкой 

B жестко соединенной со звеном AB. Другая звездочка с осью, расположенной 

в точке B, жестко связана со звеном BG. Она имеет связь со звездочкой A, 

жестко связанной со звеном AO. 
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Рис. 1.3 

 
Рис.1.4 

Указанные идеи, связанные с использованием двух шарнирных 

параллелограммов для обеспечения постоянства положения точки выходного 

звена, в дальнейшем использовали Ж. Ижевич и Д. Войнаровски [97]. Эти 

авторы предложили свой механизм (Рис. 1.5). 
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Рис. 1.5 

Данный механизм, включающий два шарнирных параллелограмма, дает 

возможность инструмента, расположенному на выходном звене (Рис. 1.6), 

двигаться в рабочей зоне, имеющей вид конуса. 

 
Рис. 1.6 

Для проведения хирургических операций на сердце авторы предлагают 

использовать два подобных механизма, расположенных оппозитно (Рис. 1.7).  
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Рис. 1.7 

В Институте машиноведения был получен ряд механизмов, 

обеспечивающих постоянство точки ввода инструмента в рабочую зону. В 

частности, эта техническая задача может быть решена на основе 

использования дуговых элементов, являющихся звеньями сферического 

механизма. Соответствующие исследования были проведены А.В. Духовым с 

коллегами [25, 27, 28, 29]. 

Механизм (Рис. 1.8, 1.9, 1.10) имеет два дуговых элемента, на которых 

расположена каретка, способная перемещаться по указанным элементам. На 

каретке может размещаться привод, который перемещает ремень на выходное 

звено вдоль его оси. 

 
Рис. 1.8 
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Рис. 1.9 

 
Рис. 1.10 

Еще один механизм, разработанный в Институте машиноведение им. 

А.А. Благонравова РАН для решения задачи обеспечения постоянства точки 
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ввода инструмента в рабочую область, выполнен в виде круговой 

направляющей, на которой расположены три приводные каретки (Рис. 1.11, 

1.12). Эти механизмы были исследованы в работах Г.С. Филиппова с коллегами 

[71], а также в работах Е.И. Велиева, Р.Ф. Ганиева с соавторами [9, 10, 111]. 

 
Рис. 1.11 

 
Рис. 1.12 

Укажем, что постоянство точки ввода инструмента в рабочую зону может 

быть обеспечено за счет введения дополнительных приводов в 

кинематическую цепь механизма последовательной структуры, подобное 
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решение было использовано при построении известного робота da Vinci (Рис. 

1.13). Однако, такое решение требует увеличения количества приводов, что в 

свою очередь ведет к увеличению веса и увеличению габаритов. 

 
Рис. 1.13 

Следует отметить, большие результаты в данной области полученные 

С.А. Шептуновым с коллегами. [75] 

В заключение данного параграфа представим еще некоторые варианты 

механизмов, обеспечивающих постоянство точки ввода инструмента в 

рабочую зону. Один из этих механизмов содержит две дуги, его основание 

выполнено в виде сектора окружности (Рис. 1.14). Другой механизм имеет 

последовательную структуру (Рис. 1.15). [28] 
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Рис. 1.14 

 
Рис. 1.15 

Таким образом, в данном параграфе представлены различные 

механизмы, обеспечивающие постоянство точки ввода инструмента в рабочую 

зону.  
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1.2 Обзор методов исследования, которые могут быть применены 

для механизмов с постоянной точкой ввода инструмента. 

  

В данном параграфе рассматриваются различные методы, которые могут 

быть применены для исследования механизмов с постоянной точкой ввода 

инструмента.  

Анализ и синтез механизмов различного типа и назначения 

основывается на фундаментальных исследованиях классиков науки о 

машинах: И.И. Артоболевкого [5]; Н.Г. Бруевича [7]; Р.Ф. Ганиева [16, 19, 20]; 

К. В. Фролова. [58, 45, 70]; В.О. Кононенко [19]. Ф.М. Диментберга [34,35]; 

Н.И. Левитского [56]; Г.В. Крейнина [36, 53]; М.З. Коловкого [43]; А.А. 

Кобринского, А.Е. Кобринского [40, 41]; А.Ф. Крайнева [49, 50, 51, 52]; П.А. 

Лебедева [55]; А.И. Корендясева [46]; и др. 

Основываясь на указанных фундаментальных исследованиях, ряд 

ученых развили методы анализа и синтеза механизмов. В этой связи можно 

отметить работы: Е. И. Воробьева [11, 12]; Н.С. Давиташвили [32]; У.А. 

Джолдасбекова [33]; И.П. Вульфсона [36]; П.Д. Крутько [54]; П. Г. Мудрова 

[59]; А.Г. Овакимова [60]; Б.И. Павлова [61]; Э.Е. Пейсах [62]; Г.В. Крейнина 

[39]; Ю.Л. Саркисяна [64, 65]; В.А. Светлицкого и О.С. Нарайкина [66]; А.И. 

Смелягина [67]; И.М. Соболя и Р.Б. Статникова [68]; К. Сугимото [69]; Ф.Л.  

Черноусько, Н.Н. Болотника, В.Г.  Градецкого [74]; Д. Анджелеса [77]; Д. 

Денавита и Р. Хартенберга [85]; Г. Гогу [90]; Ж. Эрве [95] и др. 

Важные результаты достигнуты в области исследования 

робототехнических систем, здесь следует отметить работы М. Вукобратовича 

[13]; Е. И. Воробьева [11, 12]; И.А. Каляева [38]; М. З. Коловского и А.В. 

Слоуща [44]; В.А. Котельникова [47]; А.Е. Кобринского, А.А. Кобринского 

[41]; В.И. Краснопольского, А.А. Попова,  Т.Н. Мананниковой [48]; Р. Пола 
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[63]; С.Ф. Яцуна [76]; М. Чеккарелли [81]; А.С. Горобцова с соавторами [31];    

А.С. Ющенко [57] и др. 

Одним из важнейших направлений развития науки о механизмах 

является исследование механизмов параллельной структуры, которые имеют 

несколько кинематических цепей, соединяющих основание и выходное звено, 

и за счет этого воспринимает нагрузку как пространственные фермы. В силу 

этого эти устройства обладают повышенными показателями по точности и 

грузоподъемности. 

В этой связи уместно отметить работы: А.Ш. Колискора и К.С.  

Арзуманяна [4, 42, 43]; В. Аркеляна [3]; В.А. Глазунова [8, 9, 14, 15, 18, 21-30, 

71, 73, 87, 88, 89, 99, 100]; С. Брио [6]; Е.Н. Ивашова [37]; А.Г.  Овакимова [60]; 

Ю.Л. Саркисяна и Т.Ф. Парикяна [65]; А. Зоу с соавторами [78]; В. Паренти-

Кастелли [80, 106, 107]; М. Чеккарелли [81, 84]; Ф. Венгера и Д. Шабла [82]; Р. 

Клавеля [83]; Д. Руни и К. Ирла [86]; К. Гослена и Д. Анджелеса [91, 92]; В.  

Гауфа [93]; Г. Ижевича и Д. Войнаровски [97]; К. Конга и К. Гослена [98]; Ж. -

П. Мерле [102]; Д. Стюарта [109]; К. Сугимото [110]; Р.И. Ализаде [2]; М. 

Чаррикато с соавторами [112]; В. Заманова и З. Сотирова [113] и др. 

Что касается различных методов анализа и синтеза механизмов, то 

одним из эффективных подходов является использование винтового и 

матричного исчисления в этой связи уместно отметить работы Ф.М. 

Диментберга [24, 34, 35]; И.П. Вульфсона [36]; П.А. Лебедева [55]; А.Г. 

Овакимова [60]; Э.Е. Пейсаха [62]; Ю.Л. Саркисяна [64]; Д. Денавита и Р. 

Хартенберга [85]; С.В. Хейло [104, 89] и др.  

 

Можно утверждать, что весьма важным подходом к синтезу и анализу 

различных механизмов является геометрический подход. Одним из самых 

последних по времени результатов в данной области [112] является 

архитектура сферического механизма, который может быть частью более 

сложных механизмов и который получен на основании рассмотрения 

взаимных движений подвижной и неподвижной систем координат (Рис 1.16) 
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соответствующий сферический механизм (Рис. 1.17) может быть применен в 

разного рода механизмах параллельной структуры (Рис. 1.18, 1.19, 1.20). 

 
Рис 1.16 

 
Рис. 1.17 

 
Рис. 1.18 



21 
 

 
Рис. 1.19 

 
Рис. 1.20 

 

Следует отметить, что одним из методов построения механизмов в тех 

случаях, когда требуется получить высокую точность перемещений, является 

замена кинематических пар, выполненных в обычном виде на кинематические 

пары, выполненные в виде изгибных, упругих элементов (Рис. 1.21-1.25) [78, 

101]. 
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Рис. 1.21 

 
Рис. 1.22 
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Рис. 1.23 

 
Рис. 1.24 
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Рис. 1.25 

Синтез механизмов разного типа, обеспечивающих постоянство точки 

ввода инструмента в рабочую зону, должен основываться на изучении 

технических требований, предъявляемых в соответствии с условиями 

проведения тех или иных хирургических операций в разных областях 

медицины, а также в соответствии с условиями решения других технических 

проблем [8, 9, 17, 18, 19, 46, 71, 72, 78, 96, 101, 112, 94, 103, 108]. В частности, 

кроме полостных операций, могут быть операции на позвоночнике, при 

которых нужно обеспечить взаимную фиксацию соседних позвонков (Рис. 

1.26) [96]. В данном случае от механизма может потребоваться не только 

высокая точность, но и высокая жесткость, что связано с заворачиваем винтов 

в позвонки человека (Рис. 1.27, 1.28). 
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Рис. 1.26  

 
Рис. 1.27  

 
Рис. 1.28 
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Таким образом, можно отметить, что задача построения механизмов с 

постоянной точкой ввода инструмента в рабочую зону является актуальной и 

востребованной в различных областях техники, и для ее решения можно 

применять различные подходы и методы. Однако, эту техническую задачу 

нельзя считать полностью решенной, и требуется создание новых механизмов, 

наиболее эффективно решающих этот вопрос. Этой проблематике посвящена 

данная работа, а также публикации ее автора [1, 10, 72, 73, 79, 105] 

 

1.3 Цель и задачи работы.  

 

На основании представленного анализа литературы можно сделать 

вывод, что разработка механизмов с постоянной точкой ввода инструмента в 

рабочую зону, является важной технической задачей, для решения которой 

существуют эффективные методы. Указанные методы целесообразно 

использовать для синтеза новых механизмов, обладающих упомянутым 

свойством.  

Целью данной работы является создание новых эффективных 

механизмов, обеспечивающих постоянство точки ввода инструмента (рабочего 

органа) в рабочую зону, а также разработка методик их кинематического и 

динамического анализа. Для достижения поставленной цели нужно решить 

следующие задачи. 

5) Синтезировать механизмы, обеспечивающие постоянство точки 

ввода инструмента в рабочую зону, содержащие либо конические передачи, 

либо ременные передачи. 

6) Разработать методику кинематического анализа и представить 

решения задач о положениях, скоростях и ускорениях, основанные на 

дифференцировании уравнений связи и на векторном вычислении. 

7) Разработать методику динамического анализа, основанную на 

принципе Даламбера - Лагранжа. Разработать программы динамического 

анализа и решить конкретные примеры. 
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8) Разработать действующую модель одного из механизмов, 

содержащую ременные передачи. Определить характеристики модели, в 

частности рабочую зону и точность. 
 

Глава 2. определение числа степеней свободы и решение задачи о 

положениях механизмов с постоянной точкой ввода выходного звена. 

 

В данной главе рассматриваются задачи структурного анализа и задачи 

о положениях для различных механизмов, характеризуемых наличием 

постоянной точки ввода выходного звена. Имеются в виду два механизма, 

один из которых характеризуется наличием конических передач, а другой 

наличием ременных передач. Кроме того, механизм может содержать 

параллелограммы 

 

2.1  Определение числа степеней свободы в механизмах с 

постоянной точкой ввода выходного звена. 

 

В данном параграфе рассмотрим структурный синтез и анализ 

механизмов, обеспечивающих постоянство точки ввода инструмента в 

рабочую область. Исходным будет механизм (Рис. 2.1), в котором имеют место 

четыре последовательно расположенные вращательные кинематические пары, 

при этом первая кинематическая пара, связанная с основанием, имеет ось, 

перпендикулярную осям трех других кинематических пар, а оси первой и 

второй пар пересекаются. Очевидно, что согласно формуле П.О. Сомова - А.П. 

Малышева данный механизм имеет четыре степени свободы.  
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Рис. 2.1 

Нам необходимо, чтобы путем ввода дополнительных звеньев и 

кинематических пар было бы обеспечено такое движение в трех 

последовательно расположенных вращательных кинематических парах, чтобы 

остались бы две степени свободы, но при любых движениях оставалось бы 

постоянным положение одной из точек выходного звена. Эту задачу решим 

двумя способами - введением конических и зубчатых передач.  

Приведем два варианта механизмов, решающих задачу постоянства 

точки ввода выходного звена. Один из механизмов содержит коническую 

передачу, другой ременную передачу. Кроме того, механизм может содержать 

параллелограммы.   

Рассмотрим первый из упомянутых механизмов (Рис. 2.2 а) и 

представим решение задачи по определению числа степеней свободы для 

механизма с коническими передачами. 3D модель приведена на рисунке (Рис. 

2.2 б) 
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Рис. 2.2 а 
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Рис. 2.2 б 

Данный механизм, представленный на (Рис. 2.2 а), состоит из 

размещенного на основании 1 первого вращательного двигателя 5, 

поворачивающего подвижную платформу 6 с расположенными на ней узлами 

манипулятора и образует первую кинематическую пару пятого класса. Ось 

поворота совпадает с осью вала двигателя 5 и пересекается с осью второго 

вращательного двигателя 8, закрепленного на платформе 6. Вал двигателя 8 

связан с одним концом входного звена 9 и поворачивает входное звено вокруг 

соответствующей оси, образуя вторую кинематическую пару пятого класса. С 

подвижной платформой 6 жестко сопряжено зубчатое коническое колесо 13 с 

сопряженным с ним вторым зубчатым колесом 14, связанным посредством 

вращательного шарнира 15 с входным звеном. Третье коническое зубчатое 

колесо 16 расположено соосно на одном валу со вторым коническим зубчатым 

колесом 14 и сопряжено с четвертым коническим зубчатым колесом 17, 

установленным на  промежуточном звене 11. Таким образом, конические 

шестерни 13 и 17, сопряженные коническими шестернями 14 и 16, образуют 

первую и вторую пару первого класса и формируют первую зубчатую 

передачу, обеспечивающую параллельность оси промежуточного звена 11 и 
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оси первого привода 5 при повороте входного звена 9 вторым вращательным 

двигателем 8. Звенья 9 и 11 образуют третью кинематическую пару пятого 

класса. Промежуточное звено 11 связанно с выходным звеном 2 посредством 

четвертой вращательной кинематической пары пятого класса 12.  На 

противоположном от второго двигателя 8 конце входного звена 9 жестко 

закреплено пятое коническое зубчатое колесо 18, установленное соосно на 

одном валу с четвертым зубчатым коническим колесом 17. Зубчатое колесо 18 

сопряжено с шестым коническим зубчатым колесом 19 с образованием 

третьей пары первого класса. Зубчатое колесо 19 установлено соосно на одном 

валу 20 с коническим зубчатым колесом 21, сопряжённым с коническим 

колесом 22 с образованием четвертой пары первого класса. Вал 20 и 

промежуточное звено 11 образуют пятую пару пятого класса, а 

промежуточное звено 11 и выходное звено 2 образуют шестую пару пятого 

класса. Вторая зубчатая передача, образованная колесами 18, 19, 21 и 22, 

обеспечивает параллельность входного звена 9 и рабочего органа 3, 

расположенного на жестко связанной с коническим зубчатым колесом 22 

рабочей площадке 23. При этом оси первого двигателя 5 и рабочего органа 3 

пересекаются в точке А, которая сохраняет свое положение при повороте 

подвижной платформы 6 и входного звена 9. В этой точке располагается 

отверстие в перегородке, через которое ведется работа. Поступательное и 

вращательное перемещения рабочего органа осуществляются 

последовательно и соосно расположенными двигателями поступательного 

перемещения 24 и вращательного перемещения 25, установленными на 

площадке 23. Вращательный двигатель 25 и рабочий орган 3 образуют первую 

кинематическую пару четвертого класса. Шарниры 26 и 27 с 

перпендикулярными осями образуют вторую кинематическую пару 

четвертого класса. 

Применим для определения числа степеней свободы формулу Сомова-

Малышева. 

Для выходного звена: 
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Формула Сомова-Малышева: 

𝑊𝑊 = 6 ∙ 𝑛𝑛 − 5 ∙ 𝑃𝑃5 − 4 ∙ 𝑃𝑃4 − 3 ∙ 𝑃𝑃3 − 2 ∙ 𝑃𝑃2 − 𝑃𝑃1 

где n – количество промежуточных звеньев цепи, 𝑃𝑃5, 𝑃𝑃4, …, 𝑃𝑃1 – 

количество одно-, двух-, …, пятиподвижных пар. 

Количество пар 5-го класса: 

𝑃𝑃5 = 6 

Количество пар 1-го класса: 

𝑃𝑃1 = 4 

Количество подвижных звеньев кинематической цепи: 

𝑛𝑛 = 6 

Подставим данные в формулу Сомова-Малышева: 

𝑊𝑊 = 6 ∙ 6 − 5 ∙ 6 − 4 = 36 − 30 − 4 = 2 

Для рабочего органа: 

𝑊𝑊 = 6 ∙ 𝑛𝑛 − 5 ∙ 𝑃𝑃5 − 4 ∙ 𝑃𝑃4 − 3 ∙ 𝑃𝑃3 − 2 ∙ 𝑃𝑃2 − 𝑃𝑃1 

где n – количество промежуточных звеньев цепи, 𝑃𝑃5, 𝑃𝑃4, …, 𝑃𝑃1 – 

количество одно-, двух-, …, пятиподвижных пар. 

Количество пар 5-го класса: 

𝑃𝑃5 = 6 

Количество пар 4-го класса: 

𝑃𝑃4 = 1 

Количество пар 1-го класса: 

𝑃𝑃1 = 4 

Количество подвижных звеньев кинематической цепи: 

𝑛𝑛 = 7 

Подставим данные в формулу Сомова-Малышева: 

𝑊𝑊 = 6 ∙ 7 − 5 ∙ 6 − 4 − 4 = 42 − 30 − 4 − 4 = 4 

Для инструмента: 

𝑊𝑊 = 6 ∙ 𝑛𝑛 − 5 ∙ 𝑃𝑃5 − 4 ∙ 𝑃𝑃4 − 3 ∙ 𝑃𝑃3 − 2 ∙ 𝑃𝑃2 − 𝑃𝑃1 
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где n – количество промежуточных звеньев цепи, 𝑃𝑃5, 𝑃𝑃4, …, 𝑃𝑃1 – 

количество одно-, двух-, …, пятиподвижных пар. 

Количество пар 5-го класса: 

𝑃𝑃5 = 6 

Количество пар 4-го класса: 

𝑃𝑃4 = 2 

Количество пар 1-го класса: 

𝑃𝑃1 = 4 

Количество подвижных звеньев кинематической цепи: 

𝑛𝑛 = 8 

Подставим данные в формулу Сомова-Малышева: 

𝑊𝑊 = 6 ∙ 8 − 5 ∙ 6 − 4 ∙ 2 − 4 = 48 − 30 − 8 − 4 = 6 

Таким образом механизм имеет шесть степеней свободы. 

Рассмотрим решение задачи по определению числа степеней свободы 

для механизма с ременными передачами (Рис. 2.3 а). 3D модель приведена на 

рисунке (Рис. 2.3 б). 

 
Рис. 2.3 а 
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Рис. 2.3 б 

Данный механизм, представленный на (Рис. 2.3 а), состоит из основания 

1 с закрепленным на нем первым вращательным двигателем 2. Вал двигателя 

2 связан с подвижной платформой 3. Основание 1 и платформа 3 образуют 

первую кинематическую пару пятого класса. На платформе 3 размещен второй 

вращательный двигатель 4. Оси вращения двигателей 2 и 4 перпендикулярны 

и пересекаются. Подвижная платформа 3 соединяется с рабочей площадкой 5 

двумя взаимосвязанными кинематическими цепями. Первая кинематическая 

цепь образована двумя сопряженными звеньями: входным 6 и 

промежуточным 7, образующими вторую кинематическую пару пятого класса. 

Начало входного звена 6 жестко связано с валом второго вращательного 

двигателя 4. Вторая кинематическая пара пятого класса расположена между 

платформой 3 и входным звеном 6. Входное звено 6 связано третьей парой 

пятого класса с промежуточным звеном 7. С промежуточным звеном 7 связана 

с возможностью вращения рабочая площадка 5, образуя четвертую 

кинематическую пару пятого класса.  

Вторая кинематическая цепь, связывающая подвижную платформу 3 с 

рабочей площадкой 5, состоит из двух последовательно установленных 

ременных передач, каждая из которых содержит по два шкива, связанные 
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посредством ремня. Входной шкив 8 первой передачи жестко соединен с 

подвижной платформой 3, а выходной шкив 9 первой передачи - с началом 

второго звена 7. Шкивы 9 и 10 связывает ремень 10. Входной шкив 11 второй 

передачи жестко сопряжен с концом входного звена 6 и имеет общую ось с 

выходным шкивом 9 первой ременной передачи. С выходным шкивом 12 

второй ременной передачи, связанным с возможностью поворота с концом 

промежуточного звена 7 жестко сопряжена рабочая площадка 5. Шкивы 11 и 

12 второй ременной передачи связаны ремнем 13. На рабочей площадке 5 

установлен поступательный двигатель 14 и соосно с ним выходное звено 15. 

На одной оси с поступательным двигателем 14 последовательно установлены 

вращательный двигатель 16 и рабочий орган 17, образуя первую 

кинематическую пару четвертого класса. Рабочий орган 17 имеет возможность 

перемещения относительно выходного звена 15. Ось рабочего органа 17 

пересекается с осью первого вращательного двигателя 2 в точке А, которая 

сохраняет свое положение при перемещении звеньев манипулятора. Шарнир 

инструмента 18, а также шарнир 19, образуют вторую кинематическую пару 

четвертого класса. Каждая ременная передача отбирает одну степень свободы. 

Для определения числа степеней свободы мы применим формулу 

Сомова-Малышева. 

Для выходного звена: 

Формула Сомова-Малышева: 

𝑊𝑊 = 6 ∙ 𝑛𝑛 − 5 ∙ 𝑃𝑃5 − 4 ∙ 𝑃𝑃4 − 3 ∙ 𝑃𝑃3 − 2 ∙ 𝑃𝑃2 − 𝑃𝑃1 

где n – количество промежуточных звеньев цепи, 𝑃𝑃5, 𝑃𝑃4, …, 𝑃𝑃1 – 

количество одно-, двух-, …, пятиподвижных пар. 

Количество пар 5-го класса: 

𝑃𝑃5 = 4 

Количество пар 1-го класса: 

𝑃𝑃1 = 2 

Количество подвижных звеньев кинематической цепи: 

𝑛𝑛 = 4 
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Подставим данные в формулу Сомова-Малышева: 

𝑊𝑊 = 6 ∙ 4 − 5 ∙ 4 − 2 = 24 − 20 − 2 = 2 

Для рабочего органа: 

Количество пар 5-го класса: 

𝑃𝑃5 = 4 

Количество пар 4-го класса: 

𝑃𝑃4 = 1 

Количество пар 1-го класса: 

𝑃𝑃1 = 2 

Количество подвижных звеньев кинематической цепи: 

𝑛𝑛 = 5 

Подставим данные в формулу Сомова-Малышева: 

𝑊𝑊 = 6 ∙ 5 − 5 ∙ 4 − 4 − 2 = 30 − 20 − 4 − 2 = 4 

Для инструмента: 

Количество пар 5-го класса: 

𝑃𝑃5 = 4 

Количество пар 4-го класса: 

𝑃𝑃4 = 2 

Количество пар 1-го класса: 

𝑃𝑃1 = 4 

Количество подвижных звеньев кинематической цепи: 

𝑛𝑛 = 7 

Подставим данные в формулу Сомова-Малышева: 

𝑊𝑊 = 6 ∙ 8 − 5 ∙ 6 − 4 ∙ 2 − 4 = 48 − 30 − 8 − 4 = 6 

Таким образом, данный механизм тоже имеет шесть степеней свободы. 
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2.2 Решение задачи о положениях сферического механизмов с 

постоянной точкой ввода выходного звена. 

 

В данном параграфе представим решение обратной задачи о 

положениях для представленных выше механизмов с постоянной точкой 

ввода выходного звена. В данном случае не играет роли, какое конкретное 

конструктивное решение имеет устройство. При этом будем рассматривать 

вспомогательную схему Рис. 2.4. 

 

 
Рис. 2.4 
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Приведенная выше схема может быть несколько детализирована с 

учетом конструктивных особенностей элементов в механизме (Рис. 2.5) 

 
Рис. 2.5 



39 
 

Рассмотрим решение обратной задачи о положениях для манипулятора 

с постоянной точкой ввода инструмента рис 2.4. За начало координат примем 

точку ввода, будем иметь ввиду что манипулятор имеет шесть степеней 

свободы, три из которых направляют инструмент в нужное положение и три 

определяют ориентацию инструмента.  

Положения инструмента по шести абсолютными координатам 

определяется матрицей Денавита-Хартенберга Ab. Она может быть получена 

перемножением четырех матриц, три из которых определяют ориентацию 

инструмента, и одна матрица определяет положение центра координаты 

подвижной системы, связанной с инструментом.  

Aα = �
1
0
0
0

0
cos(α)
sin(α)

0

0
− sin(α)
cos(α)

0

0
0
0
1

� 

 

Aβ = �
cos(β)

0
− sin(β)

0

0
1
0
0

sin(β)
0

cos(β)
0

0
0
0
1

� 

 

Aγ = �

cos(γ) − sin(γ) 0 0
sin(γ) cos(γ) 0 0

0
0

0
0

1 0
0 1

� 

 

Axyz = �

1 0 0 x
0 1 0 y
0
0

0
0

1 z
0 1

� 

 

Ab = Axyz ∙ Aα ∙ Aβ ∙ Aγ 



40 
 

Ab = �
1
0
0
0

0
cos(α)
sin(α)

0

0
− sin(α)
cos(α)

0

0
0
0
1

� ∙ �
cos(β)

0
− sin(β)

0

0
1
0
0

sin(β)
0

cos(β)
0

0
0
0
1

� ∙ �

cos(γ) − sin(γ) 0 0
sin(γ) cos(γ) 0 0

0
0

0
0

1 0
0 1

� ∙ �

1 0 0 x
0 1 0 y
0
0

0
0

1 z
0 1

� 

 

С другой стороны, необходимо иметь в виду матрицу Ap, которая получается путем перемножения шести матриц, 

выражающих перемещение (угловые и линейные), определяющие обобщенные координаты A1, A2, A3, A4, A5, A6. 

Получаем матрицу Ap (все элементы записаны так что сначала расположен первый столбец, затем торой и т.д.). 

 

Ab = �

cos(β) ∙ cos(γ) cos(γ) ∙ sin(α) ∙ sin(β) − cos(α) ∙ sin(γ) sin(α) ∙ sin(γ) + cos(α) ∙ cos(γ) ∙ sin(β) x
cos(β) ∙ sin(γ) cos(α) ∙ cos(γ) + sin(α) ∙ sin(β) ∙ sin(γ) cos(α) ∙ sin(β) ∙ sin(γ) − cos(γ) ∙ sin(α) y

− sin(β) cos(β) ∙ sin(α) cos(α) ∙ cos(β) z
0 0 0 1

� 

 

A6 = �

cos(q6) − sin(q6) 0 0
sin(q6) cos(q6) 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

� 

 

A5 = �

cos(q5) 0 sin(q5) 0
0 1 0 0

− sin(q5) 0 cos(q5) 0
0 0 0 1

� 
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A4 = �

cos(q4) − sin(q4) 0 0
sin(q4) cos(q4) 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

� 

 

A3 = �

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 q3
0 0 0 1

� 

 

A2 = �

cos(q2) 0 sin(q2) 0
0 1 0 0

− sin(q2) 0 cos(q2) 0
0 0 0 1

� 

 

A1 = �

1 0 0 0
0 cos(q1) − sin(q1) 0
0 sin(q1) cos(q1) 0
0 0 0 1

� 

 

Ap = A1 ∙ A2 ∙ A3 ∙ A4 ∙ A5 ∙ A6 

 

Укажем что рассматриваемые матрицы равны Ap = Ab 

Ap = �

1 0 0 0
0 cos(q1) − sin(q1) 0
0 sin(q1) cos(q1) 0
0 0 0 1

� ∙ �

cos(q2) 0 sin(q2) 0
0 1 0 0

− sin(q2) 0 cos(q2) 0
0 0 0 1

�

∙ �

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 q3
0 0 0 1

� ∙ �

cos(q4) − sin(q4) 0 0
sin(q4) cos(q4) 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

�

∙ �

cos(q5) 0 sin(q5) 0
0 1 0 0

− sin(q5) 0 cos(q5) 0
0 0 0 1

� ∙ �

cos(q6) − sin(q6) 0 0
sin(q6) cos(q6) 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

� 
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Ap = 

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡ −(cos(q6) ∙ (sin(q2) ∙ sin(q5) − cos(q2) ∙ cos(q4) ∙ cos(q5))− cos(q2) ∙ sin(q4) ∙ sin(q6)
cos(q6) ∙ (cos(q5) ∙ (cos(q1) ∙ sin(q4) + cos(q4) ∙ sin(q1) ∙ sin(q2)) + cos(q2) ∙ sin(q1) ∙ sin(q5)) + sin(q6) ∙ (cos(q1) ∙ cos(q4)− sin(q1) ∙ sin(q2) ∙ sin(q4))
cos(q6) ∙ (cos(q5) ∙ (sin(q1) ∙ sin(q4) − cos(q1) ∙ cos(q4) ∙ sin(q2))− cos(q1) ∙ cos(q2) ∙ sin(q5)) + sin(q6) ∙ (cos(q4) ∙ sin(q1) + cos(q1) ∙ sin(q2) ∙ sin(q4))

0
sin(q6) ∙ (sin(q2) ∙ sin(q5)− cos(q2) ∙ cos(q4) ∙ cos(q5))− cos(q2) ∙ cos(q6) ∙ sin(q4)

cos(q6) ∙ (cos(q1) ∙ cos(q4) − sin(q1) ∙ sin(q2) ∙ sin(q4))− sin(q6) ∙ (cos(q5) ∙ (cos(q1) ∙ sin(q4) + cos(q4) ∙ sin(q1) ∙ sin(q2)) + cos(q2) ∙ sin(q1) ∙ sin(q5))
cos(q6) ∙ (cos(q4) ∙ sin(q1) + cos(q1) ∙ sin(q2) ∙ sin(q4))− sin(q6) ∙ (cos(q5) ∙ sin(q1) ∙ sin(q4) − cos(q1) ∙ cos(q4) ∙ sin(q2)) − cos(q1) ∙ cos(q2) ∙ sin(q5))

0
cos(q5) ∙ sin(q2) + cos(q2) ∙ cos(q4) ∙ sin(q5)

sin(q5) ∙ (cos(q1) ∙ sin(q4) + cos(q4) ∙ sin(q1) ∙ sin(q2))− cos(q2) ∙ cos(q5) ∙ sin(q1)
sin(q5) ∙ (sin(q1) ∙ sin(q4) − cos(q1) ∙ cos(q4) ∙ sin(q2)) + cos(q1) ∙ cos(q2) ∙ cos(q5)

0
q3 ∙ sin(q2)

−(q3 ∙ cos(q2) ∙ sin(q1))
q3 ∙ cos(q1) ∙ cos(q2)

1 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

Последовательно найдем все обобщенные координаты. 

Начнем с координаты q3 эта координата характеризует движение оси 

выходного звена и определяется координатами точки центра координатной 

системы, связанной с инструментом. Отсюда имеем. 
 

q3 = �x2 + y2 + z2 

 

Далее рассмотрим вторую координату q2 , которая определяется 

поворотом второго привода. Она характеризуется смещением центра 

координат инструмента по оси x и поэтому  
 

𝑞𝑞2 = ar𝑐𝑐sin �
𝑥𝑥
𝑞𝑞3
� 

 

При определении первой координаты q1 вновь учитываем смещение 

центра координатной системы инструмента. 

 

q1 = arcsin �
−y

q3 ∙ cos(q2)�
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Направление оси выходного звена характеризуется единичным 

вектором di 

di =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

−x
�x2 + y2 + z2

−y
�x2 + y2 + z2

−z
�x2 + y2 + z2⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

 

направление оси инструмента характеризуется элементами третьего 

столбца матрицы A𝑏𝑏, скалярное произведение равно сумме попарных 

произведений координат этого скалярного произведения 

 

Для того чтобы найти q5 нужно взять скалярное произведение двух 

единичных векторов, один из которых характеризует ось выходного звена, 

а другой ось инструмента, ось выходного звена проходит через точки О' и 

О, соответственно координаты вектора ОО' равны x y z, координаты 

единичного вектора соответствующего этой оси равны указанным 

координатам xyz деленным на модуль этого вектора. Вектор оси 

инструмента соответствует оси z подвижной системы координат связанной 

с инструментом, координаты этого вектора соответствуют элементам 3-го 

столбца матрицы Аb. Скалярное произведение этих двух единичных 

векторов находим как сумму попарных произведений координат этих 

векторов. Затем берем арккосинус этого скалярного произведения и таким 

образом находим q5. 
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q5 = arccos�
y ∙ cos(γ) ∙ sin(α) − cos(α) ∙ sin(β) ∙ sin(γ)

�x2 + y2 + z2

−
x ∙ (sin(α) ∙ sin(γ) + cos(α) ∙ cos(γ) ∙ sin(β))

�x2 + y2 + z2

−
z ∙ cos(α) ∙ cos(β)
�x2 + y2 + z2

� 

 

для того чтобы найти  q6 нам нужно знать единичный вектор оси 5-й 

кинематической пары, определяем векторное произведение единичного 

вектора оси z инструмента (3-й столбец матрицы A𝑏𝑏) и оси рабочего органа 

(Ab деленная на модуль этого вектора q3).  

 

dz = �
sin(α) ∙ sin(γ) + cos(α) ∙ cos(γ) ∙ sin(β)
cos(α) ∙ sin(β) ∙ sin(γ) − cos(γ) ∙ sin(α)

cos(α) ∙ cos(β)
� ×

�
x
y
z
�

�x2 + y2 + z2
 

 

dz = 

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

z ∙ (cos(γ) ∙ sin(α) − cos(α) ∙ sin(β) ∙ sin(γ))
�x2 + y2 + z2

−
y ∙ cos(α) ∙ cos(β)

�x2 + y2 + z2
x ∙ cos(α) ∙ cos(β)

�x2 + y2 + z2
−

z ∙ (sin(α) ∙ sin(γ) + cos(α) ∙ cos(γ) ∙ sin(β))
�x2 + y2 + z2

x ∙ (cos(γ) ∙ sin(α) − cos(α) ∙ sin(β) ∙ sin(γ))
�x2 + y2 + z2

+
y ∙ (sin(α) ∙ sin(γ) + cos(α) ∙ cos(γ) ∙ sin(β))

�x2 + y2 + z2 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

 

 

dz𝑥𝑥 =
z ∙ (cos(γ) ∙ sin(α) − cos(α) ∙ sin(β) ∙ sin(γ))

�x2 + y2 + z2
−

y ∙ cos(α) ∙ cos(β)

�x2 + y2 + z2
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dzy =
x ∙ cos(α) ∙ cos(β)

�x2 + y2 + z2
−

z ∙ (sin(α) ∙ sin(γ) + cos(α) ∙ cos(γ) ∙ sin(β))
�x2 + y2 + z2

 

dzz =
x ∙ (cos(γ) ∙ sin(α) − cos(α) ∙ sin(β) ∙ sin(γ))

�x2 + y2 + z2

+
y ∙ (sin(α) ∙ sin(γ) + cos(α) ∙ cos(γ) ∙ sin(β))

�x2 + y2 + z2
 

 

dz = �dz𝑥𝑥
2 + dzy

2 + dzz
2 

 

Чтобы сделать его единичным нужно найти его модуль т.е. длину и 

найденные координаты этого вектора поделить на его модуль 
 

 

diz =

�
dz𝑥𝑥
dzy
dzz

�

�dz𝑥𝑥
2 + dzy

2 + dzz
2
 

 

diz = 

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

−

−

z ∙ (cos(γ) ∙ sin(α) − cos(α) ∙ sin(β) ∙ sin(γ))
�x2 + y2 + z2

+ y ∙ cos(α) ∙ cos(β)
�x2 + y2 + z2

�dz𝑥𝑥
2 + dzy

2 + dzz
2

z ∙ (cos(γ) ∙ sin(α) − cos(α) ∙ sin(β) ∙ sin(γ))
�x2 + y2 + z2

− y ∙ cos(α) ∙ cos(β)
�x2 + y2 + z2

�dz𝑥𝑥
2 + dzy

2 + dzz
2

−

x ∙ (cos(γ) ∙ sin(α) − cos(α) ∙ sin(β) ∙ sin(γ))
�x2 + y2 + z2

+ y ∙ (sin(α) ∙ sin(γ) + cos(α) ∙ cos(γ) ∙ sin(β))
�x2 + y2 + z2

�dz𝑥𝑥
2 + dzy

2 + dzz
2

⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤
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Затем нужно взять арккосинус из скалярного произведения 

единичного вектора оси y системы координат, связанной с инструментом 

(2-й столбец, обозначенный матрицей A𝑏𝑏) и найденного вектора оси пары 5 

таким образом получим q6 

 

q6 = 

= arccos

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎛ �

cos(γ) ∙ sin(α) ∙ sin(β)− cos(α) ∙ sin(γ)
cos(α) ∙ cos(γ) + sin(α) ∙ sin(β) ∙ sin(γ)

cos(α) ∙ sin(α)
� ∙

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

−

−

z ∙ (cos(γ) ∙ sin(α)− cos(α) ∙ sin(β) ∙ sin(γ))
�x2 + y2 + z2

+ y ∙ cos(α) ∙ cos(β)
�x2 + y2 + z2

�dz𝑥𝑥
2 + dzy

2 + dzz
2

z ∙ (cos(γ) ∙ sin(α)− cos(α) ∙ sin(β) ∙ sin(γ))
�x2 + y2 + z2

− y ∙ cos(α) ∙ cos(β)
�x2 + y2 + z2

�dz𝑥𝑥
2 + dzy

2 + dzz
2

−

x ∙ (cos(γ) ∙ sin(α)− cos(α) ∙ sin(β) ∙ sin(γ))
�x2 + y2 + z2

+ y ∙ (sin(α) ∙ sin(γ) + cos(α) ∙ cos(γ) ∙ sin(β))
�x2 + y2 + z2

�dz𝑥𝑥
2 + dzy

2 + dzz
2

⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎞

 

 

 

q6 = 

= arccos

⎝

⎜⎜
⎛

⎝

⎜
⎛
−
�z ∙ (cos(γ) ∙ sin(α) − cos(α) ∙ sin(β) ∙ sin(γ))

�x2 + y2 + z2
− y ∙ cos(α) ∙ cos(β)

�x2 + y2 + z2
� ∙ (cos(α) ∙ cos(γ) + sin(α) ∙ sin(β) ∙ sin(γ))

�dz𝑥𝑥2 + dzy2 + dzz2
⎠

⎟
⎞

+

⎝

⎜
⎛
�z ∙ (cos(γ) ∙ sin(α) − cos(α) ∙ sin(β) ∙ sin(γ))

�x2 + y2 + z2
+ y ∙ cos(α) ∙ cos(β)

�x2 + y2 + z2
� ∙ (cos(α) ∙ sin(γ) − cos(γ) ∙ sin(α) ∙ sin(β))

�dz𝑥𝑥2 + dzy2 + dzz2
⎠

⎟
⎞

+

⎝

⎜
⎛
−
�x ∙ (cos(γ) ∙ sin(α) − cos(α) ∙ sin(β) ∙ sin(γ))

�x2 + y2 + z2
+ y ∙ (sin(α) ∙ sin(γ) + cos(α) ∙ cos(γ) ∙ sin(β))

�x2 + y2 + z2
� ∙ (cos(β) ∙ sin(α))

�dz𝑥𝑥2 + dzy2 + dzz2
⎠

⎟
⎞

⎠

⎟⎟
⎞

 

Чтобы найти угол поворота q4 нужно взять скалярное произведение 

единичных векторов осей 2-й и 5-й кинематических пар и взять арккосинус 

получившегося выражения. 
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q4 = 

= arccos

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎛

�
0

cos(q1)
−sin(q1)

� ∙

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

−

−

z ∙ (cos(γ) ∙ sin(α)− cos(α) ∙ sin(β) ∙ sin(γ))
�x2 + y2 + z2

+ y ∙ cos(α) ∙ cos(β)
�x2 + y2 + z2

�dz𝑥𝑥
2 + dzy

2 + dzz
2

z ∙ (cos(γ) ∙ sin(α)− cos(α) ∙ sin(β) ∙ sin(γ))
�x2 + y2 + z2

− y ∙ cos(α) ∙ cos(β)
�x2 + y2 + z2

�dz𝑥𝑥
2 + dzy

2 + dzz
2

−

x ∙ (cos(γ) ∙ sin(α)− cos(α) ∙ sin(β) ∙ sin(γ))
�x2 + y2 + z2

+ y ∙ (sin(α) ∙ sin(γ) + cos(α) ∙ cos(γ) ∙ sin(β))
�x2 + y2 + z2

�dz𝑥𝑥
2 + dzy

2 + dzz
2

⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎞

 

q4 = 

= arccos

⎝

⎜
⎛
−

sin(q1) ∙ �x ∙ (cos(γ) ∙ sin(α) − cos(α) ∙ sin(β) ∙ sin(γ))
�x2 + y2 + z2

+ y ∙ (sin(α) ∙ sin(γ) + cos(α) ∙ cos(γ) ∙ sin(β))
�x2 + y2 + z2

�

�dz𝑥𝑥
2 + dzy

2 + dzz
2

−
cos(q1) ∙ �z ∙ (cos(γ) ∙ sin(α) − cos(α) ∙ sin(β) ∙ sin(γ))

�x2 + y2 + z2
− y ∙ cos(α) ∙ cos(β)

�x2 + y2 + z2
�

�dz𝑥𝑥
2 + dzy

2 + dzz
2

⎠

⎟
⎞

 

 

Таким образом можно определить все обобщенные координаты. 

Рассмотрим несколько примеров, в которых вначале зададим 

значение обобщенных координат, затем найдем абсолютные координаты, и 

потом вновь определим обобщенные координаты, проверив тем самым 

правильность решения задачи.  

Пусть 

q1 =
π
6 = 0,524 рад 

 

q2 =
π
6 = 0,524 рад 

 

q3 = 0,01 м 

 

q4 = 0 
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q5 = 0 

 

q6 = 0 

 

 

 

Тогда 

Ap = �

0,866 0 0,5 0,005
0,25 0,866 −0,433 −0,004

0 0,5 0,75 0,008
0 0 0 1

� 

 

В результате решения имеем обобщенные координаты. 

 

x = 0,005 м 

 

y = −0,004 м 

 

z = 0,008 м 

 

q3 = �x2 + y2 + z2 = 0,01 м 

 

q2 = arcsin �
x

q3
� = 0,51 рад 

 

q1 = arcsin �
−y

q3 ∙ cos(q2)�
= 0,5 рад 

 

Расхождение определяется точностью вычислений. 
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Далее пусть: 

q1 = 0 

 

q2 = 0 

 

q3 = 0,01 м 

 

q4 =
π
6 = 0,524 рад 

 

q5 = 0 

 

q6 = 0 

 

 

Ap = �

0,866 −0,5 0 0
0,5 0,866 0 0
0 0 1 0,01
0 0 0 1

� 

 

Таким образом: 

x = 0 

 

y = 0 

 

z = 0,01 м 

 

В результате решения получаем: 

q3 = �x2 + y2 + z2 = 0,01 м 
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q4 = arccos��
0

cos(q1)
−sin(q1)

� ∙ �
−0,5
0,866

0
�� = 0,5236 рад 

 

 

Далее пусть: 

q1 = 0 

 

q2 = 0 

 

q3 = 0.01 м 

 

q4 = 0 

 

q5 =
π
6 = 0,524 рад 

 

q6 =
π
6 = 0,524 рад 

 

Ap = �

0,75 −0,433 0,5 0
0,5 0,866 0 0

−0433 0,25 0,866 0,01
0 0 0 1

� 

 

Таким образом: 

x = 0 

 

y = 0 

 

z = 0,01 м 

при этом: 
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di =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

−x
�x2 + y2 + z2

−y
�x2 + y2 + z2

−z
�x2 + y2 + z2⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

=
0,866
0,01

�02 + 02 + (−0,01)2

= 0,866 

 

q5 = arccos(0,866) = 0,524 рад 

 

q3 = �x2 + y2 + z2 = 0,01 рад 

 

dz = �
−0,433
0,866
0,25

� ×

�
0
0

0,01
�

�02 + 02 + (0,01)2
= �

0,866
0,433

0
� 

 

diz =
�
0,866
0,433

0
�

�|0,433|2 + |0,866|2 + |0|2
= �

0,8944
0,4472

0
� 

 

q6 = arccos��
−0,433
0,866
0,25

� ∙ �
0,8944
0,4472

0
�� = 0,524 рад 

 

Таким образом обратную задачу о положениях можно считать 

решенной. 
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Глава 3. Решение задач о скоростях и ускорениях механизмов из 

постоянной точкой ввода инструмента. 

 

В данной главе рассмотрим решение задач о скоростях и ускорениях 

рассматриваемых механизмов, используя результаты решения задач о 

положениях и принимая во внимание неявные функции, связывающие 

абсолютные и обобщенные координаты.  

 

3.1 Решение задачи о скоростях механизмов с постоянной 

точкой ввода инструмента. 

 

В данном параграфе рассмотрим решение задачи о скоростях 

механизма с постоянной точкой ввода инструмента на основе 

дифференцирования уравнения связей. Ранее были получены решения 

задач о положениях. Эти решения можно представить в виде явных и не 

явных функций, которые затем можно продифференцировать. Будем иметь 

ввиду абсолютные координаты x, y, z, 𝛼𝛼, 𝛽𝛽, 𝛾𝛾, а также обобщенные 

координаты 𝑞𝑞1, 𝑞𝑞2, 𝑞𝑞3, 𝑞𝑞4, 𝑞𝑞5, 𝑞𝑞6. 

 
Рис. 3.1 
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Рис. 3.2 

Все обозначения соответствуют приведённым выше. 

F1 = 𝑥𝑥 − (𝑞𝑞3 ∙ sin(𝑞𝑞2)) 

F2 = 𝑦𝑦 + (𝑞𝑞3 ∙ cos(𝑞𝑞2) ∙ sin(𝑞𝑞1)) 

F3 = 𝑧𝑧 − (𝑞𝑞3 ∙ cos(𝑞𝑞1) ∙ cos(𝑞𝑞2)) 

F4 = cos(β) ∙ sin(γ) − 

−(cos(𝑞𝑞5) ∙ cos(𝑞𝑞1) ∙ sin(𝑞𝑞4) + cos(𝑞𝑞4) ∙ sin(𝑞𝑞1) ∙ sin(𝑞𝑞2)) + 

+ cos(𝑞𝑞2) ∙ sin(𝑞𝑞1) ∙ sin(𝑞𝑞5)) 

F5 = − sin(β)− (cos(𝑞𝑞5) ∙ (sin(𝑞𝑞1) ∙ sin(𝑞𝑞4)− cos(𝑞𝑞1) ∙ cos(𝑞𝑞4) ∙ sin(𝑞𝑞2))) 

− cos(𝑞𝑞1) ∙ cos(𝑞𝑞2) ∙ sin(𝑞𝑞5)) 

F6 = cos(β) ∙ sin(α) − 

−(sin(𝑞𝑞6) ∙ (sin(𝑞𝑞5) ∙ sin(𝑞𝑞1) ∙ sin(𝑞𝑞4) − cos(𝑞𝑞1) ∙ cos(𝑞𝑞4) ∙ sin(𝑞𝑞2)) + 

+ cos(𝑞𝑞1) ∙ cos(𝑞𝑞2) ∙ cos(𝑞𝑞5)) + cos(𝑞𝑞6) ∙ (cos(𝑞𝑞4) ∙ sin(𝑞𝑞1) + cos(𝑞𝑞1) ∙ 

∙ sin(𝑞𝑞2) ∙ sin(𝑞𝑞4))) 
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Для F1 
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

F1 = 1; 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

F1 = 0; 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

F1 = 0; 𝜕𝜕
𝜕𝜕α

F1 = 0; 𝑑𝑑
𝜕𝜕β

F1 = 0; 𝑑𝑑
𝜕𝜕γ

F1 = 0; 

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞1

F1 = 0; 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞2

F1 = −(𝑞𝑞3 ∙ cos(𝑞𝑞2)); 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞3

F1 = − sin(𝑞𝑞2); 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞4

F1 = 0; 

𝑑𝑑
𝜕𝜕𝑞𝑞5

F1 = 0; 𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑞𝑞6

F1 = 0. 

 

Для F2 
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

F2 = 0; 𝑑𝑑
𝜕𝜕𝜕𝜕

F2 = 1; 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

F2 = 0; 𝑑𝑑
𝜕𝜕α

F2 = 0; 𝜕𝜕
𝜕𝜕β

F2 = 0; 𝜕𝜕
𝜕𝜕γ

F2 = 0; 

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞1

F2 = 𝑞𝑞3 ∙ cos(𝑞𝑞1) ∙ cos(𝑞𝑞2); 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞2

F2 = −(𝑞𝑞3 ∙ sin(𝑞𝑞1) ∙ sin(𝑞𝑞2)) 

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞3

F2 = cos(𝑞𝑞2) ∙ sin(𝑞𝑞1); 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞4

F2 = 0; 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞5

F2 = 0; 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞6

F2 = 0. 

 

Для F3 
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

F3 = 0; 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

F3 = 0; 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

F3 = 1; 𝜕𝜕
𝜕𝜕α

F3 = 0; 𝜕𝜕
𝜕𝜕β

F3 = 0; 𝜕𝜕
𝜕𝜕γ

F3 = 0 

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞1

F3 = 𝑞𝑞3 ∙ cos(𝑞𝑞2) ∙ sin(𝑞𝑞1); 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞2

F3 = 𝑞𝑞3 ∙ cos(𝑞𝑞1) ∙ sin(𝑞𝑞2) 

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞3

F3 = −(cos(𝑞𝑞1) ∙ cos(𝑞𝑞2)); 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞4

F3 = 0; 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞5

F3 = 0; 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞6

F3 = 0. 

 

Для F4 
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

F4 = 0; 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

F4 = 0; 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

F4 = 0; 𝜕𝜕
𝜕𝜕α

F4 = 0; 𝜕𝜕
𝜕𝜕β

F4 = −(sin(β) ∙ sin(γ)); 

𝜕𝜕
𝜕𝜕γ

F4 = cos(β) ∙ sin(γ); 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞1

F4 = 0; 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞2

F4 = cos(𝑞𝑞5) ∙ 

∙ (cos(𝑞𝑞1) ∙ sin(𝑞𝑞4)− cos(𝑞𝑞1) ∙ cos(𝑞𝑞4) ∙ sin(𝑞𝑞2))− cos(𝑞𝑞1) ∙ cos(𝑞𝑞2) ∙ 

∙ sin(𝑞𝑞5); 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞3

F4 = 0; 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞4

F4 = sin(𝑞𝑞1) ∙ sin(𝑞𝑞2) ∙ sin(𝑞𝑞5) − cos(𝑞𝑞2) ∙ 

∙ cos(𝑞𝑞4) ∙ cos(𝑞𝑞5) ∙ sin(𝑞𝑞1); 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞5

F4 = −(cos(𝑞𝑞5) ∙ 

∙ (cos(𝑞𝑞1) ∙ cos(𝑞𝑞4) + sin(𝑞𝑞1) ∙ sin(𝑞𝑞2) ∙ sin(𝑞𝑞4))); 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞6

F4 = cos(𝑞𝑞5) ∙ 
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∙ (cos(𝑞𝑞1) ∙ sin(𝑞𝑞4) + cos(𝑞𝑞4) ∙ sin(𝑞𝑞1) ∙ sin(𝑞𝑞2)) − 

− cos(𝑞𝑞2) ∙ cos(𝑞𝑞5) ∙ sin(𝑞𝑞1). 

 

Для F5 
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

F5 = 0; 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

F5 = 0; 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

F5 = 0; 𝜕𝜕
𝜕𝜕α

F5 = 0; 𝜕𝜕
𝜕𝜕β

F5 = − cos(β); 

𝜕𝜕
𝜕𝜕γF5 = −�cos(𝑞𝑞5) ∙ (cos(𝑞𝑞1) ∙ sin(𝑞𝑞4) + cos(𝑞𝑞4) ∙ sin(𝑞𝑞1) ∙ sin(𝑞𝑞2))� − 

− cos(𝑞𝑞2) ∙ sin(𝑞𝑞1) ∙ sin(𝑞𝑞5); 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞1

F5 = 0; 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞2

F5 = −(sin(𝑞𝑞6) ∙ (cos(𝑞𝑞2) ∙ 

∙ sin(𝑞𝑞5) + cos(𝑞𝑞4) ∙ cos(𝑞𝑞5) ∙ sin(𝑞𝑞2)))− cos(𝑞𝑞6) ∙ sin(𝑞𝑞2) ∙ sin(𝑞𝑞4); 
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞3

F5 = 0; 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞4

F5 = −(cos(𝑞𝑞5) ∙ (cos(𝑞𝑞4) ∙ sin(𝑞𝑞1) + cos(𝑞𝑞1) ∙ sin(𝑞𝑞2) ∙ 

∙ sin(𝑞𝑞4)); 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞5

F5 = sin(𝑞𝑞5) ∙ (sin(𝑞𝑞1) ∙ sin(𝑞𝑞4)− cos(𝑞𝑞1) ∙ cos(𝑞𝑞4) ∙ 

∙ sin(𝑞𝑞2) + cos(𝑞𝑞1) ∙ cos(𝑞𝑞2) ∙ cos(𝑞𝑞5); 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞6

F5 = 0. 

 

Для F6 
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

F6 = 0; 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

F6 = 0; 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

F6 = 0; 𝜕𝜕
𝜕𝜕α

F6 = cos(α) ∙ cos(β); 

𝜕𝜕
𝜕𝜕β

F6 = −(sin(α) ∙ sin(β)); 𝜕𝜕
𝜕𝜕γ

F6 = 0; 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞1

F6 = −(sin(𝑞𝑞6) ∙ (sin(𝑞𝑞5) ∙ 

∙ (cos(𝑞𝑞1) ∙ sin(𝑞𝑞4) + cos(𝑞𝑞4) ∙ sin(𝑞𝑞1) ∙ sin(𝑞𝑞2))− cos(𝑞𝑞2) ∙ cos(𝑞𝑞5) ∙ 

∙ sin(𝑞𝑞1))− cos(𝑞𝑞6) ∙ (cos(𝑞𝑞1) ∙ cos(𝑞𝑞4)− sin(𝑞𝑞1) ∙ sin(𝑞𝑞2) ∙ sin(𝑞𝑞4)); 

 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞2

F6 = sin(𝑞𝑞6) ∙ (cos(𝑞𝑞1) ∙ cos(𝑞𝑞5) ∙ sin(𝑞𝑞2)− cos(𝑞𝑞1) ∙ cos(𝑞𝑞2) ∙ 

∙ sin(𝑞𝑞4) ∙ sin(𝑞𝑞5))− cos(𝑞𝑞1) ∙ cos(𝑞𝑞2) ∙ cos(𝑞𝑞6) ∙ sin(𝑞𝑞4); 𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑞𝑞3

F6 = 0; 

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞4

F6 = cos(𝑞𝑞6) ∙ (sin(𝑞𝑞1) ∙ sin(𝑞𝑞4) − cos(𝑞𝑞1) ∙ cos(𝑞𝑞4) ∙ sin(𝑞𝑞2)) − 

sin(𝑞𝑞5) ∙ sin(𝑞𝑞6) ∙ (cos(𝑞𝑞4) ∙ sin(𝑞𝑞1) + cos(𝑞𝑞1) ∙ sin(𝑞𝑞2) ∙ sin(𝑞𝑞4)); 

 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞5

F6 = −(sin(𝑞𝑞6) ∙ (cos(𝑞𝑞5) ∙ (sin(𝑞𝑞1) ∙ sin(𝑞𝑞4)− 

− cos(𝑞𝑞1) ∙ cos(𝑞𝑞4) ∙ sin(𝑞𝑞2))− cos(𝑞𝑞1) ∙ cos(𝑞𝑞2) ∙ sin(𝑞𝑞5); 
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𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞6

F6 = sin(𝑞𝑞6) ∙ (cos(𝑞𝑞4) ∙ sin(𝑞𝑞1) + cos(𝑞𝑞1) ∙ sin(𝑞𝑞2) ∙ sin(𝑞𝑞4) − 

− cos(𝑞𝑞6) ∙ (sin(𝑞𝑞5) ∙ (sin(𝑞𝑞1) ∙ sin(𝑞𝑞4)− cos(𝑞𝑞1) ∙ cos(𝑞𝑞4) ∙ sin(𝑞𝑞2)) + 

+ cos(𝑞𝑞1) ∙ cos(𝑞𝑞2) ∙ cos(𝑞𝑞5). 

 

Указанные частные производные можно внести в матрицы, получим 

взаимосвязь между обобщенными скоростями, при этом получим 

взаимосвязь между абсолютными и обобщенными скоростями: 

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 F1

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 F2

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 F3

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 F4

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 F5

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 F6

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 F1

𝜕𝜕
𝑑𝑑𝑑𝑑 F2

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 F3

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 F4

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 F5

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 F6

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 F1

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 F2

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 F3

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 F4

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 F5

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 F6

𝜕𝜕
𝜕𝜕αF1
𝜕𝜕
𝜕𝜕β F1

𝜕𝜕
𝜕𝜕γF1

𝜕𝜕
𝜕𝜕αF2
𝜕𝜕
𝜕𝜕β F2

𝜕𝜕
𝜕𝜕γF2

𝜕𝜕
𝜕𝜕αF3
𝜕𝜕
𝜕𝜕β F3

𝜕𝜕
𝜕𝜕γF3

𝜕𝜕
𝜕𝜕αF4

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 F5

𝜕𝜕
𝜕𝜕α F6

𝜕𝜕
𝜕𝜕β F4

𝜕𝜕
𝜕𝜕β F5

𝜕𝜕
𝜕𝜕β F6

𝜕𝜕
𝜕𝜕γF4

𝜕𝜕
𝜕𝜕γF5

𝜕𝜕
𝜕𝜕γF6 ⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

 

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞1

F1
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞1

F2
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞1

F3
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞1

F4
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞1

F5
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞1

F6

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞2

F1
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞2

F2
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞2

F3
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞2

F4
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞2

F5
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞2

F6

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞3

F1
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞3

F2
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞3

F3
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞3

F4
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞3

F5
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞3

F6

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞4

F1

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞5

F1

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞6

F1

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞4

F2

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞5

F2

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞6

F2

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞4

F3

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞5

F3

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞6

F3

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞4

F4
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞4

F5
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞4

F6

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞5

F4
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞5

F5
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞5

F6

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞6

F4
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞6

F5
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞6

F6⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤
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При этом будем считать, что нулевое значение координаты q5 будет 

таким, что ось инструмента повернута относительно оси выходного звена 

механизма обеспечивающего постоянство точки ввода на 90 º 

Ap = �

1 0 0 0
0 cos(q1) − sin(q1) 0
0 sin(q1) cos(q1) 0
0 0 0 1

� ∙ �

cos(q2) 0 sin(q2) 0
0 1 0 0

− sin(q2) 0 cos(q2) 0
0 0 0 1

�

∙ �

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 q3
0 0 0 1

� ∙ �

cos(q4) − sin(q4) 0 0
sin(q4) cos(q4) 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

� ∙

∙ �

cos(q5) 0 sin(q5) 0
0 1 0 0

− sin(q5) 0 cos(q5) 0
0 0 0 1

� ∙ �

1 0 0 0
0 cos(q6) − sin(q6) 0
0 sin(q6) cos(q6) 0
0 0 0 1

� 

 

В частности, для случая когда: 

α = 0; β = 0; γ = 0; 𝑞𝑞1 = 0; 𝑞𝑞2 = 0; 𝑞𝑞3 = −0,1; 𝑞𝑞4 = 0; 𝑞𝑞5 = 0; 𝑞𝑞6 =

0;  𝑥𝑥 = 0; 𝑦𝑦 = 0; 𝑧𝑧 = −0,1 

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 F1

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 F2

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 F3

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 F4

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 F5

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 F6

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 F1

𝜕𝜕
𝑑𝑑𝑑𝑑 F2

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 F3

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 F4

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 F5

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 F6

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 F1

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 F2

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 F3

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 F4

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 F5

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 F6

𝜕𝜕
𝜕𝜕αF1
𝜕𝜕
𝜕𝜕β F1

𝜕𝜕
𝜕𝜕γ F1

𝜕𝜕
𝜕𝜕αF2
𝜕𝜕
𝜕𝜕β F2

𝜕𝜕
𝜕𝜕γF2

𝜕𝜕
𝜕𝜕αF3
𝜕𝜕
𝜕𝜕β F3

𝜕𝜕
𝜕𝜕γ F3

𝜕𝜕
𝜕𝜕αF4

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 F5

𝜕𝜕
𝜕𝜕α F6

𝜕𝜕
𝜕𝜕β F4

𝜕𝜕
𝜕𝜕β F5

𝜕𝜕
𝜕𝜕β F6

𝜕𝜕
𝜕𝜕γ F4

𝜕𝜕
𝜕𝜕γF5

𝜕𝜕
𝜕𝜕γF6 ⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
1
0
0
0
0
0

0
1
0
0
0
0

0
0
1
0
0
0

0
0
0
0
0
1

0
0
0
0
−1
0

0
0
0
1
0
0⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤
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⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞1

F1
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞1

F2
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞1

F3
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞1

F4
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞1

F5
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞1

F6

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞2

F1
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞2

F2
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞2

F3
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞2

F4
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞2

F5
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞2

F6

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞3

F1
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞3

F2
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞3

F3
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞3

F4
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞3

F5
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞3

F6

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞4

F1

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞5

F1

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞6

F1

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞4

F2

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞5

F2

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞6

F2

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞4

F3

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞5

F3

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞6

F3

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞4

F4
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞4

F5
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞4

F6

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞5

F4
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞5

F5
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞5

F6

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞6

F4
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞6

F5
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞6

F6⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

= 

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

0
0,1
0
0
0
0

−0,1
0
0
0
0
0

0
0
−1
0
0
0

0
0
0
−1
0
0

0
1
0
0
1
0

−1
0
0
1
0
−1⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

 

Проверим указанные матрицы на предмет их вырожденности. 

�
�

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
1
0
0
0
0
0

0
1
0
0
0
0

0
0
1
0
0
0

0
0
0
0
0
1

0
0
0
0
−1
0

0
0
0
1
0
0⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

�
�

= 1 

�
�

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

0
0,1
0
0
0
0

−0,1
0
0
0
0
0

0
0
−1
0
0
0

0
0
0
−1
0
0

0
1
0
0
1
0

−1
0
0
1
0
−1⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

�
�

= −0,1 

 

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
1
0
0
0
0
0

0
1
0
0
0
0

0
0
1
0
0
0

0
0
0
0
0
1

0
0
0
0
−1
0

0
0
0
1
0
0⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤
−1

∙

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

0
0,1
0
0
0
0

−0,1
0
0
0
0
0

0
0
−1
0
0
0

0
0
0
−1
0
0

0
1
0
0
1
0

−1
0
0
1
0
−1⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

= 
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=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

0
0,1
0
0
0
−1

−0,1
0
0
0
0
0

0
0
−1
0
0
0

0
0
0
0
0
−1

0
1
0
0
−1
0

−1
0
0
−1
0
0 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

�
�

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

0
0,1
0
0
0
−1

−0,1
0
0
0
0
0

0
0
−1
0
0
0

0
0
0
0
0
−1

0
1
0
0
−1
0

−1
0
0
−1
0
0 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

�
�

= −0,1 

 

Найдем матрицу Якоби, связывающую абсолютную и обобщенную 

скорость. При этом нужно определить обратную матрицу для той, которая 

выражает частные производные по абсолютным координатам, и умножить 

эту обратную матрицу на матрицу частных производных относительно 

обобщенных координат. При этом имеем: 

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 F1

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 F2

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 F3

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 F4

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 F5

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 F6

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 F1

𝜕𝜕
𝑑𝑑𝑑𝑑 F2

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 F3

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 F4

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 F5

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 F6

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 F1

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 F2

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 F3

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 F4

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 F5

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 F6

𝜕𝜕
𝜕𝜕αF1
𝜕𝜕
𝜕𝜕β F1

𝜕𝜕
𝜕𝜕γF1

𝜕𝜕
𝜕𝜕αF2
𝜕𝜕
𝜕𝜕β F2

𝜕𝜕
𝜕𝜕γ F2

𝜕𝜕
𝜕𝜕αF3
𝜕𝜕
𝜕𝜕β F3

𝜕𝜕
𝜕𝜕γF3

𝜕𝜕
𝜕𝜕α F4

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 F5

𝜕𝜕
𝜕𝜕αF6

𝜕𝜕
𝜕𝜕β F4

𝜕𝜕
𝜕𝜕β F5

𝜕𝜕
𝜕𝜕β F6

𝜕𝜕
𝜕𝜕γF4

𝜕𝜕
𝜕𝜕γF5

𝜕𝜕
𝜕𝜕γ F6 ⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤
𝑇𝑇

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
1
0
0
0
0
0

0
1
0
0
0
0

0
0
1
0
0
0

0
0
0
0
0
1

0
0
0
0
−1
0

0
0
0
1
0
0⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤
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⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞1

F1
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞1

F2
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞1

F3
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞1

F4
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞1

F5
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞1

F6

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞2

F1
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞2

F2
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞2

F3
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞2

F4
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞2

F5
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞2

F6

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞3

F1
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞3

F2
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞3

F3
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞3

F4
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞3

F5
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞3

F6

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞4

F1

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞5

F1

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞6

F1

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞4

F2

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞5

F2

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞6

F2

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞4

F3

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞5

F3

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞6

F3

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞4

F4
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞4

F5
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞4

F6

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞5

F4
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞5

F5
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞5

F6

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞6

F4
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞6

F5
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞6

F6⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤
𝑇𝑇

= 

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

0
−0,1

0
0
0
−1

0,1
0
0
0
0
0

0
0
−1
0
0
0

0
0
0
−1
0
0

0
0
0
0
1
0

0
0
0
0
0
−1⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

  

Проверим указанные матрицы на предмет их вырожденности. 

�
�

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
1
0
0
0
0
0

0
1
0
0
0
0

0
0
1
0
0
0

0
0
0
0
0
1

0
0
0
0
−1
0

0
0
0
1
0
0⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

�
�

= 1 

�
�

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

0
0,1
0
0
0
0

−0,1
0
0
0
0
0

0
0
−1
0
0
0

0
0
0
−1
0
0

0
1
0
0
1
0

−1
0
0
1
0
−1⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

�
�

= −0,1 
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⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
1
0
0
0
0
0

0
1
0
0
0
0

0
0
1
0
0
0

0
0
0
0
0
1

0
0
0
0
−1
0

0
0
0
1
0
0⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤
−1

∙

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

0
0,1
0
0
0
0

−0,1
0
0
0
0
0

0
0
−1
0
0
0

0
0
0
−1
0
0

0
1
0
0
1
0

−1
0
0
1
0
−1⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

0
0,1
0
0
0
−1

−0,1
0
0
0
0
0

0
0
−1
0
0
0

0
0
0
0
0
−1

0
1
0
0
−1
0

−1
0
0
−1
0
0 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

�
�

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

0
0,1
0
0
0
−1

−0,1
0
0
0
0
0

0
0
−1
0
0
0

0
0
0
0
0
−1

0
1
0
0
−1
0

−1
0
0
−1
0
0 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

�
�

= −0,1 

 

Рассмотрим пример учитывая, что знак перед матрицей Якоби, 

должен быть взят с минусом. 

−

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

0
0,1
0
0
0
−1

−0,1
0
0
0
0
0

0
0
−1
0
0
0

0
0
0
0
0
−1

0
1
0
0
−1
0

−1
0
0
−1
0
0 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

∙

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
1
1
1
1
1
1⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
−0.1
0.1
1
2
2
1 ⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

 

Таким образом задача о скоростях решена. 

3.2 Решение задачи об ускорениях для механизма с 

постоянной точкой ввода инструмента. 

 

В данном параграфе рассмотрим случай вырождения неявных 

функций и решение задач о скоростях и ускорениях на основе векторного 

метода. 

Рассмотрим случай, когда неявные функции выражены следующим 

образом. 

Все обозначения соответствуют приведённым выше. 
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F1 = 𝑥𝑥 − (𝑞𝑞3 ∙ sin(𝑞𝑞2)) 

F2 = 𝑦𝑦 + (𝑞𝑞3 ∙ cos(𝑞𝑞2) ∙ sin(𝑞𝑞1)) 

F3 = 𝑧𝑧 − (𝑞𝑞3 ∙ cos(𝑞𝑞1) ∙ cos(𝑞𝑞2)) 

F4 = cos(β) ∙ cos(γ) − 

−(−(cos(𝑞𝑞6) ∙ (sin(𝑞𝑞2) ∙ sin(𝑞𝑞5) − cos(𝑞𝑞2) ∙ cos(𝑞𝑞4) ∙ cos(𝑞𝑞5))) + 

+ cos(𝑞𝑞2) ∙ sin(𝑞𝑞4) ∙ sin(𝑞𝑞6)) 

F5 = cos(γ) ∙ sin(α) ∙ sin(β)− cos(α) ∙ sin(α) − 

−�sin(𝑞𝑞6) ∙ (sin(𝑞𝑞2) ∙ sin(𝑞𝑞5)− cos(𝑞𝑞2) ∙ cos(𝑞𝑞4) ∙ cos(𝑞𝑞5))� − 

− cos(𝑞𝑞2) ∙ cos(𝑞𝑞6) ∙ sin(𝑞𝑞4)) 

F6 = sin(α) ∙ sin(γ) + cos(α) ∙ cos(γ) ∙ sin(β) − 

−(cos(𝑞𝑞5) ∙ sin(𝑞𝑞2) + cos(𝑞𝑞2) ∙ cos(𝑞𝑞4) ∙ sin(𝑞𝑞5)) 

 

Для F1 
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

F1 = 1; 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

F1 = 0; 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

F1 = 0; 𝜕𝜕
𝜕𝜕α

F1 = 0; 𝜕𝜕
𝜕𝜕β

F1 = 0; 𝜕𝜕
𝜕𝜕γ

F1 = 0; 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞1

F1 = 0 

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞2

F1 = −(𝑞𝑞3 ∙ cos(𝑞𝑞2)); 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞3

F1 = − sin(𝑞𝑞2); 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞4

F1 = 0; 

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞5

F1 = 0; 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞6

F1 = 0. 

 

Для F2 
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

F2 = 0; 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

F2 = 1; 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

F2 = 0; 𝜕𝜕
𝑑𝑑α

F2 = 0; 𝜕𝜕
𝜕𝜕β

F2 = 0; 𝜕𝜕
𝜕𝜕γ

F2 = 0; 

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞1

F2 = 𝑞𝑞3 ∙ cos(𝑞𝑞1) ∙ cos(𝑞𝑞2); 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞2

F2 = −(𝑞𝑞3 ∙ sin(𝑞𝑞1) ∙ sin(𝑞𝑞2)); 

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞3

F2 = cos(𝑞𝑞2) ∙ sin(𝑞𝑞1); 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞4

F2 = 0; 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞5

F2 = 0; 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞6

F2 = 0. 

 

Для F3 
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

F3 = 0; 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

F3 = 0; 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

F3 = 1; 𝜕𝜕
𝜕𝜕α

F3 = 0; 𝜕𝜕
𝜕𝜕β

F3 = 0; 𝜕𝜕
𝜕𝜕γ

F3 = 0; 

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞1

F3 = 𝑞𝑞3 ∙ cos(𝑞𝑞2) ∙ sin(𝑞𝑞1); 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞2

F3 = 𝑞𝑞3 ∙ cos(𝑞𝑞1) ∙ sin(𝑞𝑞2); 
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𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞3

F3 = −(cos(𝑞𝑞1) ∙ cos(𝑞𝑞2)); 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞4

F3 = 0; 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞5

F3 = 0; 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞6

F3 = 0. 

 

Для F4 
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

F4 = 0; 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

F4 = 0; 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

F4 = 0; 𝜕𝜕
𝜕𝜕α

F4 = 0; 𝜕𝜕
𝜕𝜕β

F4 = −(cos(γ) ∙ sin(β)); 

𝜕𝜕
𝜕𝜕γ

F4 = −(cos(β) ∙ sin(γ)); 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞1

F4 = 0; 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞2

F4 = cos(𝑞𝑞6) ∙ 

∙ (cos(𝑞𝑞2) ∙ sin(𝑞𝑞5) + cos(𝑞𝑞4) ∙ cos(𝑞𝑞5) ∙ sin(𝑞𝑞2))− sin(𝑞𝑞2) ∙ sin(𝑞𝑞4) ∙ 

∙ sin(𝑞𝑞6); 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞3

F4 = 0; 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞4

F4 = cos(𝑞𝑞2) ∙ cos(𝑞𝑞4) ∙ sin(𝑞𝑞6) + cos(𝑞𝑞2) ∙ 

∙ cos(𝑞𝑞5) ∙ cos(𝑞𝑞6) ∙ sin(𝑞𝑞4); 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞5

F4 = cos(𝑞𝑞6) ∙ 

∙ (cos(𝑞𝑞5) ∙ sin(𝑞𝑞2) + cos(𝑞𝑞2) ∙ cos(𝑞𝑞4) ∙ sin(𝑞𝑞5)); 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞6

F4 = cos(𝑞𝑞2) ∙ 

∙ cos(𝑞𝑞6) ∙ sin(𝑞𝑞4) − sin(𝑞𝑞6) ∙ (sin(𝑞𝑞2) ∙ sin(𝑞𝑞5)− cos(𝑞𝑞2) ∙ cos(𝑞𝑞4) ∙

∙ cos(𝑞𝑞5)). 

 

Для F5 
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

F5 = 0; 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

F5 = 0; 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

F5 = 0; 𝜕𝜕
𝜕𝜕α

F5 = sin(α) ∙ sin(γ) + cos(α) ∙ 

∙ cos(γ) ∙ sin(β); 𝜕𝜕
𝜕𝜕β

F5 = cos(α) ∙ cos(γ) ∙ sin(α) 

; 𝜕𝜕
𝜕𝜕γ

F5 = −(cos(α) ∙ cos(γ))− sin(α) ∙ sin(β) ∙ sin(γ); 𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑞𝑞1

F5 = 0; 

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞2

F5 = −(sin(𝑞𝑞6) ∙ (cos(𝑞𝑞2) ∙ sin(𝑞𝑞5) + cos(𝑞𝑞4) ∙ cos(𝑞𝑞5) ∙ sin(𝑞𝑞2)))− 

− cos(𝑞𝑞6) ∙ sin(𝑞𝑞2) ∙ sin(𝑞𝑞4); 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞3

F5 = 0; 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞4

F5 = −(cos(𝑞𝑞5) ∙ (cos(𝑞𝑞4) ∙ 

∙ sin(𝑞𝑞1) + cos(𝑞𝑞1) ∙ sin(𝑞𝑞2) ∙ sin(𝑞𝑞4)); 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞5

F5 = cos(𝑞𝑞2) ∙ cos(𝑞𝑞4) ∙ 

∙ cos(𝑞𝑞6 )− cos(𝑞𝑞2) ∙ cos(𝑞𝑞5) ∙ sin(𝑞𝑞4) ∙ sin(𝑞𝑞6); 
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞6

F5 = −�cos(𝑞𝑞6) ∙ (sin(𝑞𝑞2) ∙ sin(𝑞𝑞5)− cos(𝑞𝑞2) ∙ cos(𝑞𝑞4) ∙ cos(𝑞𝑞5))� − 

− cos(𝑞𝑞2) ∙ sin(𝑞𝑞4) ∙ sin(𝑞𝑞6). 
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Для F6 
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

F6 = 0; 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

F6 = 0; 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

F6 = 0; 𝜕𝜕
𝜕𝜕α

F6 = cos(α) ∙ sin(γ) − cos(γ) ∙ 

∙ sin(α) ∙ sin(β); 𝜕𝜕
𝜕𝜕β

F6 = cos(α) ∙ cos(β) ∙ cos(γ); 𝜕𝜕
𝜕𝜕γ

F6 = cos(γ) ∙ 

∙ sin(α) − cos(α) ∙ sin(β) ∙ sin(γ); 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞1

F6 = 0; 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞2

F6 = cos(𝑞𝑞4) ∙ 

∙ sin(𝑞𝑞2) ∙ sin(𝑞𝑞5)− cos(𝑞𝑞2) ∙ cos(𝑞𝑞5); 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞3

F6 = 0; 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞4

F6 = cos(𝑞𝑞2) ∙ 

∙ sin(𝑞𝑞4) ∙ sin(𝑞𝑞5); 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞5

F6 = sin(𝑞𝑞2) ∙ sin(𝑞𝑞5)− cos(𝑞𝑞2) ∙ cos(𝑞𝑞4) ∙ 

∙ cos(𝑞𝑞5); 𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞6

F6 = 0. 

 

Указанные частные производные можно внести в матрицы, получим 

взаимосвязь между обобщенными скоростями: 

 

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 F1

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 F2

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 F3

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 F4

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 F5

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 F6

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 F1

𝜕𝜕
𝑑𝑑𝑑𝑑 F2

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 F3

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 F4

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 F5

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 F6

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 F1

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 F2

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 F3

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 F4

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 F5

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 F6

𝜕𝜕
𝜕𝜕αF1
𝜕𝜕
𝜕𝜕β F1

𝜕𝜕
𝜕𝜕γF1

𝜕𝜕
𝜕𝜕αF2
𝜕𝜕
𝜕𝜕β F2

𝜕𝜕
𝜕𝜕γF2

𝜕𝜕
𝜕𝜕αF3
𝜕𝜕
𝜕𝜕β F3

𝜕𝜕
𝜕𝜕γF3

𝜕𝜕
𝜕𝜕αF4

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 F5

𝜕𝜕
𝜕𝜕α F6

𝜕𝜕
𝜕𝜕β F4

𝜕𝜕
𝜕𝜕β F5

𝜕𝜕
𝜕𝜕β F6

𝜕𝜕
𝜕𝜕γF4

𝜕𝜕
𝜕𝜕γF5

𝜕𝜕
𝜕𝜕γF6 ⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤
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⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞1

F1
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞1

F2
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞1

F3
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞1

F4
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞1

F5
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞1

F6

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞2

F1
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞2

F2
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞2

F3
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞2

F4
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞2

F5
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞2

F6

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞3

F1
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞3

F2
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞3

F3
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞3

F4
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞3

F5
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞3

F6

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞4

F1

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞5

F1

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞6

F1

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞4

F2

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞5

F2

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞6

F2

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞4

F3

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞5

F3

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞6

F3

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞4

F4
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞4

F5
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞4

F6

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞5

F4
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞5

F5
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞5

F6

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞6

F4
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞6

F5
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞6

F6⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

При этом вновь будем считать, что нулевое значение координаты q5 

будет таким, что ось инструмента повернута относительно оси выходного 

звена механизма обеспечивающего постоянство точки ввода на 90º.  

 

Ap = �

1 0 0 0
0 cos(q1) − sin(q1) 0
0 sin(q1) cos(q1) 0
0 0 0 1

� ∙ �

cos(q2) 0 sin(q2) 0
0 1 0 0

− sin(q2) 0 cos(q2) 0
0 0 0 1

�

∙ �

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 q3
0 0 0 1

� ∙ �

cos(q4) − sin(q4) 0 0
sin(q4) cos(q4) 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

� ∙

∙ �

cos(q5) 0 sin(q5) 0
0 1 0 0

− sin(q5) 0 cos(q5) 0
0 0 0 1

� ∙ �

1 0 0 0
0 cos(q6) − sin(q6) 0
0 sin(q6) cos(q6) 0
0 0 0 1

� 

 

В частности, для случая когда: 

α = 0; β = 0; γ = 0; 𝑞𝑞1 = 0; 𝑞𝑞2 = 0; 𝑞𝑞3 = −0,1; 𝑞𝑞4 = 0; 𝑞𝑞5 = 0; 𝑞𝑞6 = 0;  

𝑥𝑥 = 0; 𝑦𝑦 = 0; 𝑧𝑧 = −0,1 
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⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 F1

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 F2

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 F3

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 F4

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 F5

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 F6

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 F1

𝜕𝜕
𝑑𝑑𝑑𝑑 F2

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 F3

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 F4

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 F5

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 F6

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 F1

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 F2

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 F3

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 F4

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 F5

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 F6

𝜕𝜕
𝜕𝜕αF1
𝜕𝜕
𝜕𝜕β F1

𝜕𝜕
𝜕𝜕γF1

𝜕𝜕
𝜕𝜕α F2
𝜕𝜕
𝜕𝜕β F2

𝜕𝜕
𝜕𝜕γ F2

𝜕𝜕
𝜕𝜕αF3
𝜕𝜕
𝜕𝜕β F3

𝜕𝜕
𝜕𝜕γF3

𝜕𝜕
𝜕𝜕α F4

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 F5

𝜕𝜕
𝜕𝜕αF6

𝜕𝜕
𝜕𝜕β F4

𝜕𝜕
𝜕𝜕β F5

𝜕𝜕
𝜕𝜕β F6

𝜕𝜕
𝜕𝜕γF4

𝜕𝜕
𝜕𝜕γF5

𝜕𝜕
𝜕𝜕γ F6 ⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

= 

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
1
0
0
0
0
0

0
1
0
0
0
0

0
0
1
0
0
0

0
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
−1

0
0
0
0
1
0⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞1

F1
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞1

F2
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞1

F3
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞1

F4
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞1

F5
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞1

F6

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞2

F1
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞2

F2
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞2

F3
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞2

F4
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞2

F5
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞2

F6

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞3

F1
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞3

F2
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞3

F3
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞3

F4
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞3

F5
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞3

F6

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞4

F1

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞5

F1

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞6

F1

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞4

F2

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞5

F2

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞6

F2

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞4

F3

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞5

F3

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞6

F3

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞4

F4
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞4

F5
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞4

F6

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞5

F4
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞5

F5
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞5

F6

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞6

F4
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞6

F5
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞6

F6⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

=

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

0
0,1
0
0
0
0

−0,1
0
0
0
0
0

0
0
−1
0
0
0

0
0
0
0
0
0

0
0
0
1
0
1

0
−1
0
0
−1
0 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤
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Проверим указанные матрицы на предмет их вырожденности. 

�
�

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
1
0
0
0
0
0

0
1
0
0
0
0

0
0
1
0
0
0

0
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
−1

0
0
0
0
1
0⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

�
�

= 0 

 

�
�

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

0
0,1
0
0
0
0

−0,1
0
0
0
0
0

0
0
−1
0
0
0

0
0
0
0
0
0

0
0
0
1
0
1

0
−1
0
0
−1
0 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

�
�

= 0 

В данном случае определители равны нулю и обратные матрицы найти 

нельзя, т.е. система уравнений вырожденная. Чтобы избежать вырожденности 

рассмотрим векторный подход к решению задач кинематики. 

Проведем дифференцирование уравнений, касающихся первых 3-х 

обобщенных координат, таким образом мы найдем взаимосвязь между 

скоростями и ускорениями выходного звена и обобщенными скоростями, и 

ускорениями. 

Вновь напишем матрицы преобразования координат. 

A𝛼𝛼′ = �
1
0
0

0
cos(𝛼𝛼)
sin(𝛼𝛼)

0
− sin(𝛼𝛼)
cos(𝛼𝛼)

� 

A𝛽𝛽′ = �
cos(𝛽𝛽)

0
− sin(𝛽𝛽)

0
1
0

sin(𝛽𝛽)
0

cos(𝛽𝛽)
� 

A𝛾𝛾′ = �
cos(𝛾𝛾)
sin(𝛾𝛾)

0

− sin(𝛾𝛾)
cos(𝛾𝛾)

0

0
0
1
� 

A𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = �

1 0 0 x
0 1 0 y
0 0 1 z
0 0 0 1

� 
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Радиус-вектор точки центра подвижной координатной системы. 

�

𝑥𝑥
𝑦𝑦
𝑧𝑧
1
� = �

1 0 0 0
0 cos(q1) − sin(q1) 0
0 sin(q1) cos(q1) 0
0 0 0 1

� ∙ �

cos(q2) 0 sin(q2) 0
0 1 0 0

− sin(q2) 0 cos(q2) 0
0 0 0 1

�

∙ �

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 q3
0 0 0 1

� ∙ �
0
0
0
1

� = �

𝑞𝑞3 ∙ sin(𝑞𝑞2)
−(𝑞𝑞3 ∙ cos(𝑞𝑞2) ∙ sin(𝑞𝑞1))
𝑞𝑞3 ∙ cos(𝑞𝑞1) ∙ cos(𝑞𝑞2)

1

� 

𝑥𝑥 = 𝑞𝑞3 ∙ sin(𝑞𝑞2) 

𝑦𝑦 = −(𝑞𝑞3 ∙ sin(𝑞𝑞1) ∙ cos(𝑞𝑞2)) 

𝑧𝑧 = 𝑞𝑞3 ∙ cos(𝑞𝑞1) ∙ cos(𝑞𝑞2) 

 

Продифференцируем данное соотношение по времени. 
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 =

𝑑𝑑𝑞𝑞2
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ 𝑞𝑞3 ∙ cos(𝑞𝑞2) +

𝑑𝑑𝑞𝑞3
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ sin(𝑞𝑞2) 

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 =

𝑑𝑑𝑞𝑞1
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ 𝑞𝑞3 ∙ cos(𝑞𝑞1) ∙ cos(𝑞𝑞2) +

𝑑𝑑𝑞𝑞2
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ 𝑞𝑞3 ∙ sin(𝑞𝑞1) ∙ sin(𝑞𝑞2)−

𝑑𝑑𝑞𝑞3
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ sin(𝑞𝑞1)

∙ cos(𝑞𝑞2) 
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 = −

𝑑𝑑𝑞𝑞1
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ 𝑞𝑞3 ∙ sin(𝑞𝑞1) ∙ cos(𝑞𝑞2)−

𝑑𝑑𝑞𝑞2
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ 𝑞𝑞3 ∙ cos(𝑞𝑞1) ∙ sin(𝑞𝑞2) +

𝑑𝑑𝑞𝑞3
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ cos(𝑞𝑞1)

∙ cos(𝑞𝑞2) 

 

Найдем вторую производную по времени. 

𝑑𝑑2𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑡𝑡2 = �

𝑑𝑑2𝑞𝑞2
𝑑𝑑𝑡𝑡2 ∙ 𝑞𝑞3 ∙ cos(𝑞𝑞2)− �

𝑑𝑑𝑞𝑞2
𝑑𝑑𝑑𝑑 �

2

∙ 𝑞𝑞3 ∙ sin(𝑞𝑞2) +
𝑑𝑑𝑞𝑞2
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙

𝑑𝑑𝑞𝑞3
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ cos(𝑞𝑞2)� + 

+�
𝑑𝑑2𝑞𝑞3
𝑑𝑑𝑡𝑡2 ∙ sin(𝑞𝑞2) +

𝑑𝑑𝑞𝑞2
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙

𝑑𝑑𝑞𝑞3
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ cos(𝑞𝑞2)� 

𝑑𝑑2𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑡𝑡2 =

𝑑𝑑2𝑞𝑞2
𝑑𝑑𝑡𝑡2 ∙ 𝑞𝑞3 ∙ cos(𝑞𝑞2) +

𝑑𝑑2𝑞𝑞3
𝑑𝑑𝑡𝑡2 ∙ sin(𝑞𝑞2) − �

𝑑𝑑𝑞𝑞2
𝑑𝑑𝑑𝑑 �

2

∙ 𝑞𝑞3 ∙ sin(𝑞𝑞2) + 2 ∙
𝑑𝑑𝑞𝑞2
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ 

∙
𝑑𝑑𝑞𝑞3
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ cos(𝑞𝑞2) 
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𝑑𝑑2𝑦𝑦
𝑑𝑑𝑡𝑡2 =

⎝

⎛
−
𝑑𝑑2𝑞𝑞1
𝑑𝑑𝑡𝑡2 ∙ 𝑞𝑞3 ∙ cos(𝑞𝑞1) ∙ cos(𝑞𝑞2) + �

𝑑𝑑𝑞𝑞1
𝑑𝑑𝑑𝑑 �

2

∙ 𝑞𝑞3 ∙ sin(𝑞𝑞1) ∙ cos(𝑞𝑞2) +

+
𝑑𝑑𝑞𝑞1
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙

𝑑𝑑𝑞𝑞2
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ 𝑞𝑞3 ∙ cos(𝑞𝑞1) ∙ sin(𝑞𝑞2) −

𝑑𝑑𝑞𝑞1
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙

𝑑𝑑𝑞𝑞3
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ cos(𝑞𝑞1) ∙ cos(𝑞𝑞2)⎠

⎞ 

+

⎝

⎜
⎛
𝑑𝑑2𝑞𝑞2
𝑑𝑑𝑡𝑡2 ∙ 𝑞𝑞3 ∙ sin(𝑞𝑞1) ∙ sin(𝑞𝑞2) +

𝑑𝑑𝑞𝑞1
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙

𝑑𝑑𝑞𝑞2
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ 𝑞𝑞3 ∙ cos(𝑞𝑞1) ∙ sin(𝑞𝑞2) +

+ �
𝑑𝑑𝑞𝑞2
𝑑𝑑𝑑𝑑 �

2

∙ 𝑞𝑞3 ∙ sin(𝑞𝑞1) ∙ cos(𝑞𝑞2) +
𝑑𝑑𝑞𝑞2
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙

𝑑𝑑𝑞𝑞3
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ cos(𝑞𝑞1) ∙ cos(𝑞𝑞2)

⎠

⎟
⎞

+ 

+�−
𝑑𝑑2𝑞𝑞3
𝑑𝑑𝑡𝑡2 ∙ sin(𝑞𝑞1) ∙ cos(𝑞𝑞2)−

𝑑𝑑𝑞𝑞1
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙

𝑑𝑑𝑞𝑞3
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ cos(𝑞𝑞1) ∙ cos(𝑞𝑞2) +

𝑑𝑑𝑞𝑞2
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙

𝑑𝑑𝑞𝑞3
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙

∙ sin(𝑞𝑞1) ∙ sin(𝑞𝑞2)
� 

 

𝑑𝑑2𝑦𝑦
𝑑𝑑𝑡𝑡2 = −

𝑑𝑑2𝑞𝑞1
𝑑𝑑𝑡𝑡2 ∙ 𝑞𝑞3 ∙ cos(𝑞𝑞1) ∙ cos(𝑞𝑞2) +

𝑑𝑑2𝑞𝑞2
𝑑𝑑𝑡𝑡2 ∙ 𝑞𝑞3 ∙ sin(𝑞𝑞1) ∙ sin(𝑞𝑞2)−

𝑑𝑑2𝑞𝑞3
𝑑𝑑𝑡𝑡2 ∙ 

∙ sin(𝑞𝑞1) ∙ cos(𝑞𝑞2) + �
𝑑𝑑𝑞𝑞1
𝑑𝑑𝑑𝑑 �

2

∙ 𝑞𝑞3 ∙ sin(𝑞𝑞1) ∙ cos(𝑞𝑞2) + �
𝑑𝑑𝑞𝑞2
𝑑𝑑𝑑𝑑 �

2

∙ 

∙ 𝑞𝑞3 ∙ sin(𝑞𝑞1) ∙ cos(𝑞𝑞2) + 2 ∙
𝑑𝑑𝑞𝑞1
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙

𝑑𝑑𝑞𝑞2
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ 𝑞𝑞3 ∙ cos(𝑞𝑞1) ∙ sin(𝑞𝑞2) − 

−2 ∙
𝑑𝑑𝑞𝑞1
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙

𝑑𝑑𝑞𝑞3
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ cos(𝑞𝑞1) ∙ cos(𝑞𝑞2) + 2 ∙

𝑑𝑑𝑞𝑞2
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙

𝑑𝑑𝑞𝑞3
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ cos(𝑞𝑞1) ∙ cos(𝑞𝑞2) 

𝑑𝑑2𝑧𝑧
𝑑𝑑𝑡𝑡2 =

⎝

⎛
−
𝑑𝑑2𝑞𝑞1
𝑑𝑑𝑡𝑡2 ∙ 𝑞𝑞3 ∙ sin(𝑞𝑞1) ∙ cos(𝑞𝑞2)− �

𝑑𝑑𝑞𝑞1
𝑑𝑑𝑑𝑑 �

2

∙ 𝑞𝑞3 ∙ cos(𝑞𝑞1) ∙ cos(𝑞𝑞2) +

+
𝑑𝑑𝑞𝑞1
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙

𝑑𝑑𝑞𝑞2
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ 𝑞𝑞3 ∙ sin(𝑞𝑞1) ∙ sin(𝑞𝑞2) −

𝑑𝑑𝑞𝑞1
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙

𝑑𝑑𝑞𝑞3
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ sin(𝑞𝑞1) ∙ cos(𝑞𝑞2)⎠

⎞ + 

+

⎝

⎜
⎛−

𝑑𝑑2𝑞𝑞2
𝑑𝑑𝑡𝑡2 ∙ 𝑞𝑞3 ∙ cos(𝑞𝑞1) ∙ sin(𝑞𝑞2) +

𝑑𝑑𝑞𝑞1
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙

𝑑𝑑𝑞𝑞2
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ 𝑞𝑞3 ∙ sin(𝑞𝑞1) ∙ sin(𝑞𝑞2)−

−�
𝑑𝑑𝑞𝑞2
𝑑𝑑𝑑𝑑 �

2

∙ 𝑞𝑞3 ∙ cos(𝑞𝑞1) ∙ cos(𝑞𝑞2) −
𝑑𝑑𝑞𝑞2
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙

𝑑𝑑𝑞𝑞3
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ cos(𝑞𝑞1) ∙ sin(𝑞𝑞2)

⎠

⎟
⎞

+ 

+�
𝑑𝑑2𝑞𝑞3
𝑑𝑑𝑡𝑡2 ∙ cos(𝑞𝑞1) ∙ cos(𝑞𝑞2)−

𝑑𝑑𝑞𝑞1
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙

𝑑𝑑𝑞𝑞3
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ sin(𝑞𝑞1) ∙ cos(𝑞𝑞2)−

𝑑𝑑𝑞𝑞2
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙

𝑑𝑑𝑞𝑞3
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙

∙ cos(𝑞𝑞1) ∙ sin(𝑞𝑞2)
� 

 

𝑑𝑑2𝑧𝑧
𝑑𝑑𝑡𝑡2 = −

𝑑𝑑2𝑞𝑞1
𝑑𝑑𝑡𝑡2 ∙ 𝑞𝑞3 ∙ sin(𝑞𝑞1) ∙ cos(𝑞𝑞2) −

𝑑𝑑2𝑞𝑞2
𝑑𝑑𝑡𝑡2 ∙ 𝑞𝑞3 ∙ cos(𝑞𝑞1) ∙ sin(𝑞𝑞2) +

𝑑𝑑2𝑞𝑞3
𝑑𝑑𝑡𝑡2 ∙ 
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∙ cos(𝑞𝑞1) ∙ cos(𝑞𝑞2)− �
𝑑𝑑𝑞𝑞1
𝑑𝑑𝑑𝑑 �

2

∙ 𝑞𝑞3 ∙ cos(𝑞𝑞1) ∙ cos(𝑞𝑞2)− �
𝑑𝑑𝑞𝑞2
𝑑𝑑𝑑𝑑 �

2

∙ 

∙ 𝑞𝑞3 ∙ cos(𝑞𝑞1) ∙ cos(𝑞𝑞2) + 2 ∙
𝑑𝑑𝑞𝑞1
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙

𝑑𝑑𝑞𝑞2
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ 𝑞𝑞3 ∙ sin(𝑞𝑞1) ∙ sin(𝑞𝑞2) − 

−2 ∙
𝑑𝑑𝑞𝑞1
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙

𝑑𝑑𝑞𝑞3
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ sin(𝑞𝑞1) ∙ cos(𝑞𝑞2) − 2 ∙

𝑑𝑑𝑞𝑞2
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙

𝑑𝑑𝑞𝑞3
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ cos(𝑞𝑞1) ∙ sin(𝑞𝑞2) 

 

Пусть известны обобщенные и абсолютные координаты, а также 

абсолютные скорости и ускорения:  

 𝑞𝑞1 = 0;  𝑞𝑞2 = 0;  𝑞𝑞3 = −0,1; 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 1;  𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 1;  𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 1; 𝑑𝑑
2𝑥𝑥

𝑑𝑑𝑡𝑡2
= 0,2; 𝑑𝑑

2𝑦𝑦
𝑑𝑑𝑡𝑡2

= 0,2; 

𝑑𝑑2𝑧𝑧
𝑑𝑑𝑡𝑡2

= 0,2 

 

Найдем обобщенные скорости: 

∆= �
0

−𝑞𝑞3 ∙ cos(𝑞𝑞1) ∙ cos(𝑞𝑞2)
−𝑞𝑞3 ∙ sin(𝑞𝑞1) ∙ cos(𝑞𝑞2)

𝑞𝑞3 ∙ cos(𝑞𝑞2)
𝑞𝑞3 ∙ sin(𝑞𝑞1) ∙ sin(𝑞𝑞2)
−𝑞𝑞3 ∙ cos(𝑞𝑞1) ∙ sin(𝑞𝑞2)

sin(𝑞𝑞2)
− sin(𝑞𝑞1) ∙ cos(𝑞𝑞2)
cos(𝑞𝑞1) ∙ cos(𝑞𝑞2)

� = 

= �
1

0,1
0

−0,1
0
0

0
0
1
� = 0,01 

∆1=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑞𝑞3 ∙ cos(𝑞𝑞2)
𝑞𝑞3 ∙ sin(𝑞𝑞1) ∙ sin(𝑞𝑞2)
−𝑞𝑞3 ∙ cos(𝑞𝑞1) ∙ sin(𝑞𝑞2)

sin(𝑞𝑞2)
− sin(𝑞𝑞1) ∙ cos(𝑞𝑞2)
cos(𝑞𝑞1) ∙ cos(𝑞𝑞2)

⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

= 

= �
1
1
1

−0,1
0
0

0
0
1
� = 0,1 

∆2=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

0
−𝑞𝑞3 ∙ cos(𝑞𝑞1) ∙ cos(𝑞𝑞2)
−𝑞𝑞3 ∙ sin(𝑞𝑞1) ∙ cos(𝑞𝑞2)

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

sin(𝑞𝑞2)
− sin(𝑞𝑞1) ∙ cos(𝑞𝑞2)
cos(𝑞𝑞1) ∙ cos(𝑞𝑞2)

⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

= 
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= �
1

0,1
0

1
1
1

0
0
1
� = −0,1 

∆3=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

0
−𝑞𝑞3 ∙ cos(𝑞𝑞1) ∙ cos(𝑞𝑞2)
−𝑞𝑞3 ∙ sin(𝑞𝑞1) ∙ cos(𝑞𝑞2)

𝑞𝑞3 ∙ cos(𝑞𝑞2)
𝑞𝑞3 ∙ sin(𝑞𝑞1) ∙ sin(𝑞𝑞2)
−𝑞𝑞3 ∙ cos(𝑞𝑞1) ∙ sin(𝑞𝑞2)

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

= 

= �
1

0,1
0

−0,1
0
0

1
1
1
� = 0,1  

 
𝑑𝑑𝑞𝑞1
𝑑𝑑𝑑𝑑 =

∆1
∆ = 10 рад/с 

𝑑𝑑𝑞𝑞2
𝑑𝑑𝑑𝑑 =

∆2
∆ = −10 рад/с 

𝑑𝑑𝑞𝑞3
𝑑𝑑𝑑𝑑 =

∆3
∆ = 1 рад/с 

 

Найдем обобщенные ускорения: 

∆′= �
0

−𝑞𝑞3 ∙ cos(𝑞𝑞1) ∙ cos(𝑞𝑞2)
−𝑞𝑞3 ∙ sin(𝑞𝑞1) ∙ cos(𝑞𝑞2)

𝑞𝑞3 ∙ cos(𝑞𝑞2)
𝑞𝑞3 ∙ sin(𝑞𝑞1) ∙ sin(𝑞𝑞2)
−𝑞𝑞3 ∙ cos(𝑞𝑞1) ∙ sin(𝑞𝑞2)

sin(𝑞𝑞2)
− sin(𝑞𝑞1) ∙ cos(𝑞𝑞2)
cos(𝑞𝑞1) ∙ cos(𝑞𝑞2)

� 

= �
1

0,1
0

−0,1
0
0

0
0
1
� = 0,01 

 

∆1′ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 + 20

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 + 40

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 − 20

𝑞𝑞3 ∙ cos(𝑞𝑞2)
𝑞𝑞3 ∙ sin(𝑞𝑞1) ∙ sin(𝑞𝑞2)
−𝑞𝑞3 ∙ cos(𝑞𝑞1) ∙ sin(𝑞𝑞2)

sin(𝑞𝑞2)
− sin(𝑞𝑞1) ∙ cos(𝑞𝑞2)
cos(𝑞𝑞1) ∙ cos(𝑞𝑞2)

⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

= 

= �
21
41
−19

−0,1
0
0

0
0
1
� = 4,1 
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∆2′ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

0
−𝑞𝑞3 ∙ cos(𝑞𝑞1) ∙ cos(𝑞𝑞2)
−𝑞𝑞3 ∙ sin(𝑞𝑞1) ∙ cos(𝑞𝑞2)

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 + 20

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 + 40

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 − 20

sin(𝑞𝑞2)
− sin(𝑞𝑞1) ∙ cos(𝑞𝑞2)
cos(𝑞𝑞1) ∙ cos(𝑞𝑞2)

⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

= 

= �
1

0,1
0

21
41
−19

0
0
1
� = −2,1 

∆3′ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

0
−𝑞𝑞3 ∙ cos(𝑞𝑞1) ∙ cos(𝑞𝑞2)
−𝑞𝑞3 ∙ sin(𝑞𝑞1) ∙ cos(𝑞𝑞2)

𝑞𝑞3 ∙ cos(𝑞𝑞2)
𝑞𝑞3 ∙ sin(𝑞𝑞1) ∙ sin(𝑞𝑞2)
−𝑞𝑞3 ∙ cos(𝑞𝑞1) ∙ sin(𝑞𝑞2)

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 + 20

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 + 40

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 − 20⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

= 

= �
1

0,1
0

−0,1
0
0

21
41
−19

� = −0,19 

 

𝑑𝑑2𝑞𝑞1
𝑑𝑑𝑡𝑡2 =

∆1′
∆′ = 410 рад/с2 

𝑑𝑑2𝑞𝑞2
𝑑𝑑𝑡𝑡2 =

∆2′
∆′ = −210 рад/с2 

𝑑𝑑2𝑞𝑞3
𝑑𝑑𝑡𝑡2 =

∆3′
∆′ = −19 рад/с2 

 

Перейдем к определению остальных обобщенных скоростей и 

ускорений. Имеем два соотношения.  

𝜔𝜔 =
𝑑𝑑𝑞𝑞1
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ e1 +

𝑑𝑑𝑞𝑞2
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ e2 +

𝑑𝑑𝑞𝑞3
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ e3 +

𝑑𝑑𝑞𝑞4
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ e4 +

𝑑𝑑𝑞𝑞5
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ e5 +

𝑑𝑑𝑞𝑞6
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ e6 

𝜔𝜔 =
𝑑𝑑𝛼𝛼
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ e𝛼𝛼 +

𝑑𝑑𝛽𝛽
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ e𝛽𝛽 +

𝑑𝑑𝛾𝛾
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ e𝛾𝛾 

 

 

 

Разложим эти соотношения по координатам.  
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𝜔𝜔𝑥𝑥 =
𝑑𝑑𝛼𝛼
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ e𝛼𝛼𝛼𝛼 +

𝑑𝑑𝛽𝛽
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ e𝛽𝛽𝛽𝛽 +

𝑑𝑑𝛾𝛾
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ e𝛾𝛾𝛾𝛾 

𝜔𝜔𝑦𝑦 =
𝑑𝑑𝛼𝛼
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ e𝛼𝛼𝛼𝛼 +

𝑑𝑑𝛽𝛽
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ e𝛽𝛽𝛽𝛽 +

𝑑𝑑𝛾𝛾
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ e𝛾𝛾𝛾𝛾 

𝜔𝜔𝑧𝑧 =
𝑑𝑑𝛼𝛼
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ e𝛼𝛼𝛼𝛼 +

𝑑𝑑𝛽𝛽
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ e𝛽𝛽𝛽𝛽 +

𝑑𝑑𝛾𝛾
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ e𝛾𝛾𝛾𝛾 

 

Исходя из структуры механизма имеем. 

e𝛼𝛼 = e1     e𝛽𝛽 = e2    e𝛾𝛾 = e4 

Здесь e1  e𝛾𝛾 единичные векторы, соответствующие рисункам 3.1 3.2, 

остальные обозначения соответствуют использованным выше. То есть. 

𝜔𝜔𝑥𝑥 =
𝑑𝑑𝛼𝛼
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ e1𝑥𝑥 +

𝑑𝑑𝛽𝛽
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ e2𝑥𝑥 +

𝑑𝑑𝛾𝛾
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ e4𝑥𝑥 

𝜔𝜔𝑦𝑦 =
𝑑𝑑𝛼𝛼
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ e1𝑦𝑦 +

𝑑𝑑𝛽𝛽
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ e2𝑦𝑦 +

𝑑𝑑𝛾𝛾
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ e4𝑦𝑦 

𝜔𝜔𝑧𝑧 =
𝑑𝑑𝛼𝛼
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ e1𝑧𝑧 +

𝑑𝑑𝛽𝛽
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ e2𝑧𝑧 +

𝑑𝑑𝛾𝛾
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ e4𝑧𝑧 

 

Запишем это отношение через единичные векторы  

𝜔𝜔𝑥𝑥 =
𝑑𝑑𝑞𝑞1
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ e1𝑥𝑥 +

𝑑𝑑𝑞𝑞2
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ e2𝑥𝑥 +

𝑑𝑑𝑞𝑞4
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ e4𝑥𝑥 +

𝑑𝑑𝑞𝑞5
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ e5𝑥𝑥 +

𝑑𝑑𝑞𝑞6
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ e6𝑥𝑥 

𝜔𝜔𝑦𝑦 =
𝑑𝑑𝑞𝑞1
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ e1𝑦𝑦 +

𝑑𝑑𝑞𝑞2
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ e2𝑦𝑦 +

𝑑𝑑𝑞𝑞4
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ e4𝑦𝑦 +

𝑑𝑑𝑞𝑞5
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ e5𝑦𝑦 +

𝑑𝑑𝑞𝑞6
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ e6𝑦𝑦 

𝜔𝜔𝑧𝑧 =
𝑑𝑑𝑞𝑞1
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ e1𝑧𝑧 +

𝑑𝑑𝑞𝑞2
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ e2𝑧𝑧 +

𝑑𝑑𝑞𝑞4
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ e4𝑧𝑧 +

𝑑𝑑𝑞𝑞5
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ e5𝑧𝑧 +

𝑑𝑑𝑞𝑞6
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ e6𝑧𝑧 

 

Запишем единичные векторы осей кинематических пар. В данном случае 

векторы e1 e2 e3 определяются обобщенными координатами 𝑞𝑞1 𝑞𝑞2 𝑞𝑞3 а векторы 

e4 e5 e6 мы находим из перемножения соответствующих матриц.  

 

e1 = [1 0 0]𝑇𝑇 

e2 = [1 cos(q1) sin(q1)]𝑇𝑇 
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e3 = [0 0 0]𝑇𝑇 

e4 = 𝐴𝐴1′ ∙ 𝐴𝐴2′ ∙ [0 0 1]𝑇𝑇 

e5 = 𝐴𝐴1 ∙ 𝐴𝐴2 ∙ 𝐴𝐴4 ∙ [0 1 0]𝑇𝑇 

e6 = 𝐴𝐴𝛼𝛼 ∙ 𝐴𝐴𝛽𝛽 ∙ 𝐴𝐴𝛾𝛾 ∙ [1 0 0]𝑇𝑇 

e1 = �
1
0
0
� 

e2 = �
0

cos(q1)
sin(q1)

� 

e3 = �
0
0
0
� 

e4 = �
sin(q2)

−(cos(q2) ∙ sin(q1))
cos(q1) ∙ cos(q2)

� 

e5 = �
−(cos(q2) ∙ sin(q4))

cos(q1) ∙ cos(q4) − sin(q1) ∙ sin(q2) ∙ sin(q4)
cos(q4) ∙ sin(q1) − cos(q1) ∙ sin(q2) ∙ sin(q4)

� 

e6 = �
cos(𝛽𝛽) ∙ cos(γ)
cos(𝛽𝛽) ∙ sin(γ)

−sin(𝛽𝛽)
� 

 

Зададим известные величины: 

𝑞𝑞1 = 0 м; 𝑞𝑞2 = 0 м; 𝑞𝑞3 = −0,1 м; 𝑞𝑞4 = 0; 𝑞𝑞5 = 0; 𝑞𝑞6 = −0,1 м; 𝑥𝑥 = 0; 𝑦𝑦 =

0;  

𝑧𝑧 = −0,1 м; 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 1 м/с; 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 1м/с; 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 1 м/с; 𝑑𝑑
2𝑥𝑥

𝑑𝑑𝑡𝑡2
= 0,2 м/с2;  

𝑑𝑑2𝑦𝑦
𝑑𝑑𝑡𝑡2

= 0,2 м/с2; 𝑑𝑑
2𝑧𝑧

𝑑𝑑𝑡𝑡2
= 0,2 м/с2; 𝛼𝛼 = 0; 𝛽𝛽 = 0; 𝛾𝛾 = 0;  𝑑𝑑q1

𝑑𝑑𝑑𝑑
= 10 м/с;  

𝑑𝑑q2
𝑑𝑑𝑑𝑑

= −10 м/с; 𝑑𝑑q3
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 1 м/с; 𝑑𝑑
2q1
𝑑𝑑𝑡𝑡2

= 410 м/с2; 𝑑𝑑
2q2
𝑑𝑑𝑡𝑡2

= −210 м/с2;  

𝛼𝛼 = 0; 𝛽𝛽 = 0; γ = 0; 𝑑𝑑𝛼𝛼
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 0,52 рад/с;  𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 0,52 рад/с;  𝑑𝑑γ
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 0,52 рад/

с;  𝑑𝑑
2𝛼𝛼
𝑑𝑑𝑡𝑡2

= 1 рад/с2; 𝑑𝑑
2𝛽𝛽
𝑑𝑑𝑡𝑡2

= 1 рад/с2; 𝑑𝑑
2γ

𝑑𝑑𝑡𝑡2
= 1 рад/с2; e2𝑧𝑧 = sin(q1); e3𝑥𝑥 = 0; 
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e3𝑦𝑦 = 0; e3𝑧𝑧 = 0; e4𝑥𝑥 = sin(q2); e4𝑦𝑦 = −(cos(q2) ∙ sin(q1)); e4𝑧𝑧 = cos(q1) ∙

cos(q2); e5𝑥𝑥 = −(cos(q2) ∙ sin(q4)); e5𝑦𝑦 = cos(q1) ∙ cos(q4) − sin(q1) ∙

sin(q2) ∙ sin(q4); e5𝑧𝑧 = cos(q4) ∙ sin(q1) − cos(q1) ∙ sin(q2) ∙ sin(q4);  e6𝑥𝑥 =

cos(𝛽𝛽) ∙ cos(γ);  e6𝑦𝑦 = cos(𝛽𝛽) ∙ sin(γ); e6𝑧𝑧 = −sin(𝛽𝛽);  

 

Отсюда имеем. 

𝜔𝜔𝑥𝑥 =
𝑑𝑑𝛼𝛼
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ e1𝑥𝑥 +

𝑑𝑑𝛽𝛽
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ e2𝑥𝑥 +

𝑑𝑑𝛾𝛾
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ e4𝑥𝑥 = 0,52 

𝜔𝜔𝑦𝑦 =
𝑑𝑑𝛼𝛼
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ e1𝑦𝑦 +

𝑑𝑑𝛽𝛽
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ e2𝑦𝑦 +

𝑑𝑑𝛾𝛾
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ e4𝑦𝑦 = 0,52 

𝜔𝜔𝑧𝑧 =
𝑑𝑑𝛼𝛼
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ e1𝑧𝑧 +

𝑑𝑑𝛽𝛽
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ e2𝑧𝑧 +

𝑑𝑑𝛾𝛾
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ e4𝑧𝑧 = 0,52 

 

∆= �
e4𝑥𝑥
e4𝑦𝑦
e4𝑧𝑧

e5𝑥𝑥
e5𝑦𝑦
e5𝑧𝑧

e6𝑥𝑥
e6𝑦𝑦
e6𝑧𝑧

� 

∆= �
sin(q2)

−(cos(q2) ∙ sin(q1))
cos(q1) ∙ cos(q2)

−(cos(q2) ∙ sin(q4))
cos(q1) ∙ cos(q4) − sin(q1) ∙ sin(q2) ∙ sin(q4)
cos(q4) ∙ sin(q1)− cos(q1) ∙ sin(q2) ∙ sin(q4)

cos(𝛽𝛽) ∙ cos(γ)
cos(𝛽𝛽) ∙ sin(γ)

−sin(𝛽𝛽)
� = 

= −1 

∆q4= �
𝜔𝜔𝑥𝑥 − 10
𝜔𝜔𝑦𝑦 + 10
𝜔𝜔𝑧𝑧

e5𝑥𝑥
e5𝑦𝑦
e5𝑧𝑧

e6𝑥𝑥
e6𝑦𝑦
e6𝑧𝑧

� 

∆q4= �
𝜔𝜔𝑥𝑥 − 10
𝜔𝜔𝑦𝑦 + 10
𝜔𝜔𝑧𝑧

−(cos(q2) ∙ sin(q4))
cos(q1) ∙ cos(q4) − sin(q1) ∙ sin(q2) ∙ sin(q4)
cos(q4) ∙ sin(q1) − cos(q1) ∙ sin(q2) ∙ sin(q4)

cos(𝛽𝛽) ∙ cos(γ)
cos(𝛽𝛽) ∙ sin(γ)

−sin(𝛽𝛽)
� = 

= −0,52 

 

∆q5= �
e4𝑥𝑥
e4𝑦𝑦
e4𝑧𝑧

𝜔𝜔𝑥𝑥 − 10
𝜔𝜔𝑦𝑦 + 10
𝜔𝜔𝑧𝑧

e6𝑥𝑥
e6𝑦𝑦
e6𝑧𝑧

� 

∆q5= �
sin(q2)

−(cos(q2) ∙ sin(q1))
cos(q1) ∙ cos(q2)

𝜔𝜔𝑥𝑥 − 10
𝜔𝜔𝑦𝑦 + 10
𝜔𝜔𝑧𝑧

cos(𝛽𝛽) ∙ cos(γ)
cos(𝛽𝛽) ∙ sin(γ)

−sin(𝛽𝛽)
� = −10,52 
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∆q6= �
e4𝑥𝑥
e4𝑦𝑦
e4𝑧𝑧

e5𝑥𝑥
e5𝑦𝑦
e5𝑧𝑧

𝜔𝜔𝑥𝑥 − 10
𝜔𝜔𝑦𝑦 + 10
𝜔𝜔𝑧𝑧

� 

∆q6= �
sin(q2)

−(cos(q2) ∙ sin(q1))
cos(q1) ∙ cos(q2)

−(cos(q2) ∙ sin(q4))
cos(q1) ∙ cos(q4) − sin(q1) ∙ sin(q2) ∙ sin(q4)
cos(q4) ∙ sin(q1) − cos(q1) ∙ sin(q2) ∙ sin(q4)

𝜔𝜔𝑥𝑥 − 10
𝜔𝜔𝑦𝑦 + 10
𝜔𝜔𝑧𝑧

� = 

= 9,48 

𝑑𝑑𝑞𝑞4
𝑑𝑑𝑑𝑑 =

∆q4
∆ = 0,52 рад/с 

𝑑𝑑𝑞𝑞5
𝑑𝑑𝑑𝑑 =

∆q5
∆ = 10,52 рад/с 

𝑑𝑑𝑞𝑞6
𝑑𝑑𝑑𝑑 =

∆q6
∆ = −9,48 рад/с 

 

Для определения векторных произведений можно воспользоваться 

соотношением. 

e1 × e2 = �
𝑖𝑖

e1𝑥𝑥
e2𝑥𝑥

𝑗𝑗
e1𝑦𝑦
e2𝑦𝑦

𝑘𝑘
e1𝑧𝑧
e2𝑧𝑧

� = 𝑖𝑖 ∙ e1𝑦𝑦 ∙ e2𝑧𝑧 − 𝑖𝑖 ∙ e1𝑧𝑧 ∙ e2𝑦𝑦 − 

−𝑗𝑗 ∙ e1𝑥𝑥 ∙ e2𝑧𝑧 + 𝑗𝑗 ∙ e1𝑧𝑧 ∙ e2𝑥𝑥 + 𝑘𝑘 ∙ e1𝑥𝑥 ∙ e2𝑦𝑦 − 𝑘𝑘 ∙ e1𝑦𝑦 ∙ e2𝑥𝑥 

 

 

Запишем векторные произведения единичных векторов. 

e1 × e2 = �
0

−sin(q1)
cos(q1)

� 

 

e1 × e3 = �
0
0
0
� 

 

e1 × e4 = �
0

−(cos(q1) ∙ cos(q2))
−(cos(q2) ∙ sin(q1))

� 
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e1 × e5 = �
0

−(cos(q4) ∙ sin(q1)) − cos(q1) ∙ sin(q2) ∙ sin(q4)
cos(q1) ∙ cos(q4) − sin(q1) ∙ sin(q2) ∙ sin(q4)

� 

 

e1 × e6 = �
0

sin(β)
cos(β) ∙ sin(γ)

� 

 

e2 × e3 = �
0
0
0
� 

 

e2 × e4 = �
cos(q2) ∙ cos(q1)2 + cos(q2) ∙ sin(q1)2

sin(q1) ∙ sin(q2)
−(cos(q1) ∙ sin(q2))

� 

 

e2 × e5 = 

= �
cos(q1) ∙ (cos(q4) ∙ sin(q1) + cos(q1) ∙ sin(q2) ∙ sin(q4)) − sin(q1) ∙ (cos(q1) ∙ cos(q4) + sin(q1) ∙ sin(q2) ∙ sin(q4))

−(cos(q2) ∙ sin(q1) ∙ sin(q4))
cos(q1) ∙ cos(q2) ∙ sin(q4)

� 

e2 × e6 = �
−(cos(q1) ∙ sin(𝛽𝛽)) − cos(β) ∙ sin(γ) ∙ sin(q1)

cos(β) ∙ cos(γ) ∙ sin(q1)
−(cos(β) ∙ sin(γ) ∙ cos(q1))

� 

 

e4 × e5 = 

= �
−�cos(q1) ∙ cos(q2) ∙ (cos(q1) ∙ cos(q4)− sin(q1) ∙ sin(q2) ∙ sin(q4))� − cos(q2) ∙ sin(q1) ∙ (cos(q4) ∙ sin(q1) + cos(q1) ∙ sin(q2) ∙ sin(q4))

−(cos(q1) ∙ sin(q4) ∙ cos(q2)2)− sin(q2) ∙ (cos(q4) ∙ sin(q1) + cos(q1) ∙ sin(q2) ∙ sin(q4))
sin(q2) ∙ (cos(q1) ∙ cos(q4)− sin(q1) ∙ sin(q2) ∙ sin(q4))− cos(q2)2 ∙ sin(q1) ∙ sin(q4)

� 

 

e4 × e6 = �
cos(q2) ∙ sin(β) ∙ sin(q1) − cos(β) ∙ cos(q1) ∙ cos(q2) ∙ sin(𝛾𝛾)

sin(β) ∙ sin(q1) + cos(β) ∙ cos(𝛾𝛾) ∙ cos(q1) ∙ cos(q2)
cos(β) ∙ sin(𝛾𝛾) ∙ sin(q2) + cos(β) ∙ cos(𝛾𝛾) ∙ cos(q2) ∙ sin(q1)

� 

 

e5 × e6 = 

= �
−�sin(β) ∙ (cos(q1) ∙ cos(q4) − sin(q1) ∙ sin(q2) ∙ sin(q4))� − cos(β) ∙ sin(𝛾𝛾) ∙ (cos(q4) ∙ sin(q1) + cos(q1) ∙ sin(q2) ∙ sin(q4))

cos(β) ∙ cos(𝛾𝛾) ∙ (cos(q4) ∙ sin(q1) − cos(q1) ∙ sin(q2) ∙ sin(q4)) − cos(q2) ∙ cos(β) ∙ sin(q4)
−�cos(β) ∙ cos(𝛾𝛾) ∙ (cos(q1) ∙ cos(q4) − sin(q1) ∙ sin(q2) ∙ sin(q4))� − cos(β) ∙ cos(q2) ∙ sin(𝛾𝛾) ∙ sin(q4)

� 
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Запишем векторные произведения по координатам. 

(e1 × e2)𝑥𝑥 = 0 

(e1 × e2)𝑦𝑦 = −sin(q1) 

(e1 × e2)𝑧𝑧 = cos(q1) 

(e1 × e3)𝑥𝑥 = 0 

(e1 × e3)𝑦𝑦 = 0 

(e1 × e3)𝑧𝑧 = 0 

(e1 × e4)𝑥𝑥 = 0 

(e1 × e4)𝑦𝑦 = −(cos(q1) ∙ cos(q2)) 

(e1 × e4)𝑧𝑧 = −(cos(q2) ∙ sin(q1)) 

(e1 × e5)𝑥𝑥 = 0 

(e1 × e5)𝑦𝑦 = −(cos(q4) ∙ sin(q1)) − cos(q1) ∙ sin(q2) ∙ sin(q4) 

(e1 × e5)𝑧𝑧 = cos(q1) ∙ cos(q4) − sin(q1) ∙ sin(q2) ∙ sin(q4) 

(e1 × e6)𝑥𝑥 = 0 

(e1 × e6)𝑦𝑦 = sin(β) 

(e1 × e6)𝑧𝑧 = cos(β) ∙ sin(γ) 

(e2 × e3)𝑥𝑥 = 0 

(e2 × e3)𝑥𝑥 = 0 

(e2 × e3)𝑧𝑧 = 0 

(e2 × e4)𝑥𝑥 = cos(q2) ∙ cos(q1)2 + cos(q2) ∙ sin(q1)2 

(e2 × e4)𝑦𝑦 = sin(q1) ∙ sin(q2) 

(e2 × e4)𝑧𝑧 = −(cos(q1) ∙ sin(q2)) 

(e2 × e5)𝑥𝑥 = cos(q1) ∙ (cos(q4) ∙ sin(q1) + cos(q1) ∙ sin(q2) ∙ sin(q4))

− sin(q1) ∙ (cos(q1) ∙ cos(q4) + sin(q1) ∙ sin(q2) ∙ sin(q4)) 

(e2 × e5)𝑦𝑦 = −(cos(q2) ∙ sin(q1) ∙ sin(q4)) 

(e2 × e5)𝑧𝑧 = cos(q1) ∙ cos(q2) ∙ sin(q4) 

(e2 × e6)𝑥𝑥 = −(cos(q1) ∙ sin(𝛽𝛽))− cos(β) ∙ sin(γ) ∙ sin(q1) 



 
 

79 
 

(e2 × e6)𝑦𝑦 = cos(β) ∙ cos(γ) ∙ sin(q1) 

(e2 × e6)𝑧𝑧 = −(cos(β) ∙ sin(γ) ∙ cos(q1)) 

(e4 × e5)𝑥𝑥 = −�cos(q1) ∙ cos(q2)

∙ (cos(q1) ∙ cos(q4) − sin(q1) ∙ sin(q2) ∙ sin(q4))� − cos(q2)

∙ sin(q1) ∙ (cos(q4) ∙ sin(q1) + cos(q1) ∙ sin(q2) ∙ sin(q4)) 

(e4 × e5)𝑦𝑦 = −(cos(q1) ∙ sin(q4) ∙ cos(q2)2) − sin(q2)

∙ (cos(q4) ∙ sin(q1) + cos(q1) ∙ sin(q2) ∙ sin(q4)) 

(e4 × e5)𝑧𝑧 = sin(q2) ∙ (cos(q1) ∙ cos(q4) − sin(q1) ∙ sin(q2) ∙ sin(q4))

− cos(q2)2 ∙ sin(q1) ∙ sin(q4) 

(e4 × e6)𝑥𝑥 = cos(q2) ∙ sin(β) ∙ sin(q1) − cos(β) ∙ cos(q1) ∙ cos(q2) ∙ sin(𝛾𝛾) 

(e4 × e6)𝑦𝑦 = sin(β) ∙ sin(q1) + cos(β) ∙ cos(𝛾𝛾) ∙ cos(q1) ∙ cos(q2) 

(e4 × e6)𝑧𝑧 = cos(β) ∙ sin(𝛾𝛾) ∙ sin(q2) + cos(β) ∙ cos(𝛾𝛾) ∙ cos(q2) ∙ sin(q1) 

(e5 × e6)𝑥𝑥 = −�sin(β) ∙ (cos(q1) ∙ cos(q4) − sin(q1) ∙ sin(q2) ∙ sin(q4))�

− cos(β) ∙ sin(𝛾𝛾) ∙ (cos(q4) ∙ sin(q1) + cos(q1) ∙ sin(q2) ∙ sin(q4)) 

(e5 × e6)𝑦𝑦 = cos(β) ∙ cos(𝛾𝛾) ∙ (cos(q4) ∙ sin(q1) − cos(q1) ∙ sin(q2) ∙ sin(q4))

− cos(q2) ∙ cos(β) ∙ sin(q4) 

(e5 × e6)𝑧𝑧 = −�cos(β) ∙ cos(𝛾𝛾)

∙ (cos(q1) ∙ cos(q4) − sin(q1) ∙ sin(q2) ∙ sin(q4))� − cos(β)

∙ cos(q2) ∙ sin(𝛾𝛾) ∙ sin(q4) 

 

ε =
𝑑𝑑2q1
𝑑𝑑𝑡𝑡2 ∙ e1 +

𝑑𝑑2q2
𝑑𝑑𝑡𝑡2 ∙ e2 +

𝑑𝑑2q4
𝑑𝑑𝑡𝑡2 ∙ e4 +

𝑑𝑑2q5
𝑑𝑑𝑡𝑡2 ∙ e5 +

𝑑𝑑2q6
𝑑𝑑𝑡𝑡2 ∙ e6 +

𝑑𝑑q1
𝑑𝑑𝑑𝑑

∙ e1 × �
𝑑𝑑q2
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ e2 +

𝑑𝑑q4
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ e4 +

𝑑𝑑q5
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ e5 +

𝑑𝑑q6
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ e6� +

𝑑𝑑q2
𝑑𝑑𝑑𝑑

∙ e2 × �
𝑑𝑑q4
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ e4 +

𝑑𝑑q5
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ e5 +

𝑑𝑑q6
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ e6� +

𝑑𝑑q4
𝑑𝑑𝑑𝑑

∙ e4 × �
𝑑𝑑q5
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ e5 +

𝑑𝑑q6
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ e6� +

𝑑𝑑q5
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ e5 ×

𝑑𝑑q6
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ e6 
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ε1−6𝑥𝑥 =
𝑑𝑑q1
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ 𝑒𝑒1𝑥𝑥 ∙ �

𝑑𝑑q2
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ 𝑒𝑒2𝑥𝑥 +

𝑑𝑑q4
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ 𝑒𝑒4𝑥𝑥 +

𝑑𝑑q5
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ 𝑒𝑒5𝑥𝑥 +

𝑑𝑑q6
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ 𝑒𝑒6𝑥𝑥� +

𝑑𝑑q2
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ 𝑒𝑒2𝑥𝑥

∙ �
𝑑𝑑q4
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ 𝑒𝑒4𝑥𝑥 +

𝑑𝑑q5
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ 𝑒𝑒5𝑥𝑥 +

𝑑𝑑q6
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ 𝑒𝑒6𝑥𝑥� +

𝑑𝑑q4
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ 𝑒𝑒4𝑥𝑥

∙ �
𝑑𝑑q5
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ 𝑒𝑒5𝑥𝑥 +

𝑑𝑑q6
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ 𝑒𝑒6𝑥𝑥� +

𝑑𝑑q5
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ 𝑒𝑒5𝑥𝑥 ∙

𝑑𝑑q6
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ 𝑒𝑒6𝑥𝑥 

ε1−6𝑥𝑥 = −10,67 рад/с2 

ε1−6𝑦𝑦 =
𝑑𝑑q1
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ 𝑒𝑒1𝑦𝑦 ∙ �

𝑑𝑑q2
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ 𝑒𝑒2𝑦𝑦 +

𝑑𝑑q4
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ 𝑒𝑒4𝑦𝑦 +

𝑑𝑑q5
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ 𝑒𝑒5𝑦𝑦 +

𝑑𝑑q6
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ 𝑒𝑒6𝑦𝑦�+

𝑑𝑑q2
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ 𝑒𝑒2𝑦𝑦

∙ �
𝑑𝑑q4
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ 𝑒𝑒4𝑦𝑦 +

𝑑𝑑q5
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ 𝑒𝑒5𝑦𝑦 +

𝑑𝑑q6
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ 𝑒𝑒6𝑦𝑦�+

𝑑𝑑q4
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ 𝑒𝑒4𝑦𝑦

∙ �
𝑑𝑑q5
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ 𝑒𝑒5𝑦𝑦 +

𝑑𝑑q6
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ 𝑒𝑒6𝑦𝑦� +

𝑑𝑑q5
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ 𝑒𝑒5𝑦𝑦 ∙

𝑑𝑑q6
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ 𝑒𝑒6𝑦𝑦 

ε1−6𝑦𝑦 = −10,13 рад/с2 

 

ε1−6𝑧𝑧 =
𝑑𝑑q1
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ 𝑒𝑒1𝑧𝑧 ∙ �

𝑑𝑑q2
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ 𝑒𝑒2𝑧𝑧 +

𝑑𝑑q4
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ 𝑒𝑒4𝑧𝑧 +

𝑑𝑑q5
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ 𝑒𝑒5𝑧𝑧 +

𝑑𝑑q6
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ 𝑒𝑒6𝑧𝑧� +

𝑑𝑑q2
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ 𝑒𝑒2𝑧𝑧

∙ �
𝑑𝑑q4
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ 𝑒𝑒4𝑧𝑧 +

𝑑𝑑q5
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ 𝑒𝑒5𝑧𝑧 +

𝑑𝑑q6
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ 𝑒𝑒6𝑧𝑧� +

𝑑𝑑q4
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ 𝑒𝑒4𝑧𝑧

∙ �
𝑑𝑑q5
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ 𝑒𝑒5𝑧𝑧 +

𝑑𝑑q6
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ 𝑒𝑒6𝑧𝑧� +

𝑑𝑑q5
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ 𝑒𝑒5𝑧𝑧 ∙

𝑑𝑑q6
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙ 𝑒𝑒6𝑧𝑧 

ε1−6𝑧𝑧 = 10,13 рад/с2 

 

ε𝑥𝑥 =
𝑑𝑑2q1
𝑑𝑑𝑡𝑡2 ∙ 𝑒𝑒1𝑥𝑥 +

𝑑𝑑2q2
𝑑𝑑𝑡𝑡2 ∙ 𝑒𝑒2𝑥𝑥 +

𝑑𝑑2q4
𝑑𝑑𝑡𝑡2 ∙ 𝑒𝑒4𝑥𝑥 +

𝑑𝑑2q5
𝑑𝑑𝑡𝑡2 ∙ 𝑒𝑒5𝑥𝑥 +

𝑑𝑑2q6
𝑑𝑑𝑡𝑡2 ∙ 𝑒𝑒6𝑥𝑥 + ε1−6𝑥𝑥 

 

ε𝑦𝑦 =
𝑑𝑑2q1
𝑑𝑑𝑡𝑡2 ∙ 𝑒𝑒1𝑦𝑦 +

𝑑𝑑2q2
𝑑𝑑𝑡𝑡2 ∙ 𝑒𝑒2𝑦𝑦 +

𝑑𝑑2q4
𝑑𝑑𝑡𝑡2 ∙ 𝑒𝑒4𝑦𝑦 +

𝑑𝑑2q5
𝑑𝑑𝑡𝑡2 ∙ 𝑒𝑒5𝑦𝑦 +

𝑑𝑑2q6
𝑑𝑑𝑡𝑡2 ∙ 𝑒𝑒6𝑦𝑦 + ε1−6𝑦𝑦

=
𝑑𝑑2q1
𝑑𝑑𝑡𝑡2 ∙ 𝑒𝑒1𝑦𝑦 +

𝑑𝑑2q2
𝑑𝑑𝑡𝑡2 ∙ 𝑒𝑒2𝑦𝑦 +

𝑑𝑑2q4
𝑑𝑑𝑡𝑡2 ∙ 𝑒𝑒4𝑦𝑦 +

𝑑𝑑2q5
𝑑𝑑𝑡𝑡2 ∙ 𝑒𝑒5𝑦𝑦 +

𝑑𝑑2q6
𝑑𝑑𝑡𝑡2 ∙ 𝑒𝑒6𝑦𝑦

+ ε1−6𝑦𝑦 
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∆= �
e4𝑥𝑥
e4𝑦𝑦
e4𝑧𝑧

e5𝑥𝑥
e5𝑦𝑦
e5𝑧𝑧

e6𝑥𝑥
e6𝑦𝑦
e6𝑧𝑧

� 

∆= �
sin(q2)

−(cos(q2) ∙ sin(q1))
cos(q1) ∙ cos(q2)

−(cos(q2) ∙ sin(q4))
cos(q1) ∙ cos(q4) − sin(q1) ∙ sin(q2) ∙ sin(q4)
cos(q4) ∙ sin(q1)− cos(q1) ∙ sin(q2) ∙ sin(q4)

cos(𝛽𝛽) ∙ cos(γ)
cos(𝛽𝛽) ∙ sin(γ)

−sin(𝛽𝛽)
� = 

= −1 

 

∆dq4
𝑑𝑑𝑑𝑑

= �
ε𝑥𝑥 − ε1−6𝑥𝑥
ε𝑦𝑦 − ε1−6𝑦𝑦
ε𝑧𝑧 − ε1−6𝑧𝑧

e5𝑥𝑥
e5𝑦𝑦
e5𝑧𝑧

e6𝑥𝑥
e6𝑦𝑦
e6𝑧𝑧

� 

 

∆dq4
𝑑𝑑𝑑𝑑

= �
ε𝑥𝑥 − ε1−6𝑥𝑥
ε𝑦𝑦 − ε1−6𝑦𝑦
ε𝑧𝑧 − ε1−6𝑧𝑧

−(cos(q2) ∙ sin(q4))
cos(q1) ∙ cos(q4) − sin(q1) ∙ sin(q2) ∙ sin(q4)
cos(q4) ∙ sin(q1) − cos(q1) ∙ sin(q2) ∙ sin(q4)

cos(𝛽𝛽) ∙ cos(γ)
cos(𝛽𝛽) ∙ sin(γ)

−sin(𝛽𝛽)
� = 

= 9,13 

 

∆dq5
𝑑𝑑𝑑𝑑

= �
e4𝑥𝑥
e4𝑦𝑦
e4𝑧𝑧

ε𝑥𝑥 − ε1−6𝑥𝑥
ε𝑦𝑦 − ε1−6𝑦𝑦
ε𝑧𝑧 − ε1−6𝑧𝑧

e6𝑥𝑥
e6𝑦𝑦
e6𝑧𝑧

� 

 

∆dq5
𝑑𝑑𝑑𝑑

= �
sin(q2)

−(cos(q2) ∙ sin(q1))
cos(q1) ∙ cos(q2)

ε𝑥𝑥 − ε1−6𝑥𝑥
ε𝑦𝑦 − ε1−6𝑦𝑦
ε𝑧𝑧 − ε1−6𝑧𝑧

cos(𝛽𝛽) ∙ cos(γ)
cos(𝛽𝛽) ∙ sin(γ)

−sin(𝛽𝛽)
� = −200,87 

 

∆dq6
𝑑𝑑𝑑𝑑

= �
e4𝑥𝑥
e4𝑦𝑦
e4𝑧𝑧

e5𝑥𝑥
e5𝑦𝑦
e5𝑧𝑧

ε𝑥𝑥 − ε1−6𝑥𝑥
ε𝑦𝑦 − ε1−6𝑦𝑦
ε𝑧𝑧 − ε1−6𝑧𝑧

� 

 

∆dq6
𝑑𝑑𝑑𝑑

= �
sin(q2)

−(cos(q2) ∙ sin(q1))
cos(q1) ∙ cos(q2)

−(cos(q2) ∙ sin(q4))
cos(q1) ∙ cos(q4) − sin(q1) ∙ sin(q2) ∙ sin(q4)
cos(q4) ∙ sin(q1)− cos(q1) ∙ sin(q2) ∙ sin(q4)

ε𝑥𝑥 − ε1−6𝑥𝑥
ε𝑦𝑦 − ε1−6𝑦𝑦
ε𝑧𝑧 − ε1−6𝑧𝑧

� = 

= 400,33 

𝑑𝑑2𝑞𝑞4
𝑑𝑑2𝑡𝑡 =

∆dq4
𝑑𝑑𝑑𝑑
∆ = 9,132 рад/с2 
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𝑑𝑑2𝑞𝑞5
𝑑𝑑2𝑡𝑡 =

∆dq5
𝑑𝑑𝑑𝑑
∆ = −200,87 рад/с2 

𝑑𝑑2𝑞𝑞6
𝑑𝑑2𝑡𝑡 =

∆dq6
𝑑𝑑𝑑𝑑
∆ = 400,33 рад/с2 

 

Таким образом задача об ускорениях решена. 

 

Глава 4. Динамический анализ механизма с постоянной точкой 

ввода инструмента и построение действующего экспериментального 

образца. 

В данной главе рассмотрим динамический анализ механизма, 

обладающего свойством сохранения постоянство точки ввода входного звена 

в рабочую зону, а также приведем сведения о конструкции и параметрах 

действующих моделей указанного механизма. 

 

4.1 Динамический анализ механизма с постоянной точкой ввода 
выходного звена. 

 

В данном параграфе приведем модель, описывающую динамику 

механизма с постоянной точкой ввода выходного звена в рабочую зону, 

составим уравнения, описывающие динамические свойства этого устройства, 

а также рассмотрим некоторые конкретные примеры динамического анализа 

соответствующего механизма.  

Динамическая модель описывается рисунком (Рис. 4.1), в данном случае 

рассматриваем устройство с тремя степенями свободы, поскольку, основная 

масса механизма перемещается именно по трем степеням свободы. 
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Рис. 4.1 

 

 Дело в том, что три первые степени свободы соответствуют наиболее 

массивным звеньям механизма, обеспечивающим постоянство точки ввода – 

это шарнирный параллелограмм, который меняет свою конфигурацию, а 

также соответствующий двигатель и упомянутый шарнирный 

параллелограмм, который меняет плоскость у его месторасположения. Кроме 

того, имеет место инструмент, перемещающийся вдоль собственной оси. 

Соответствующие двигатели и звенья механизма составляют примерно 90% 

всей его массы. Три последние степени свободы (четвертая пятая и шестая), 

которые обеспечивают ориентацию инструмента, соответствует гораздо менее 

массивным частям механизма. 

В соответствии с изложенным можно указать на то, что масса m 

двигается подобно движению инструмента, то есть при приближении центра 

координат инструмента к основанию, масса m удаляется от основания, а углы 

поворота 𝑞𝑞1 и 𝑞𝑞2 в данном случае совпадают, масса m примерно равна 0,3 кг. 

Что касается массы 𝑚𝑚𝑑𝑑, то она определяется массой начального, 

промежуточного и конечного звеньев, а также элементов конических либо 

ременных передач. Для определения массы 𝑚𝑚𝑑𝑑 можно воспользоваться 

известным в теории механизмов и машин методом.  На рисунке (Рис. 4.1) эта 
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масса представлена в виде диска, чтобы отобразить имеющиеся моменты 

инерции относительно двух осей, перпендикулярных оси диска. Однако, 

оказывается, что указанные моменты инерции гораздо меньше, чем момент 

инерции, определяемый массой диска и расстоянием до оси вращения.  

Согласно методике, применяемой в ТММ, нужно выразить 

кинетическую энергию соответствующих элементов, а именно начального, 

выходного и промежуточного звеньев той части механизма, которая 

обеспечивает постоянство точки ввода инструмента. Кинетическая энергия, 

упомянутых начального и конечного звеньев, определяется вращением вокруг 

двух перпендикулярных осей, соответствующих первой и второй степеням 

свободы, нужно иметь момент инерции этих звеньев и выразить квадраты к 

угловой скорости. Кинетическая энергия промежуточного звена определяется 

таким образом, что вся масса как бы сосредоточена на конце конечного звена 

на расстоянии L от точки вращения.  

Сообразно с изложенным, приведем расчет параметров элементов 

механизма по (Рис. 4.1), используя упрощённую схему исследуемого в данной 

работе устройства (Рис 4.2), в данном случае имеет место начальное звено (Н), 

промежуточное звено (П), конечное звено (K), длина начального звена (L), 

элементы инструмента массой (m). Можно выразить массу 𝑚𝑚𝑑𝑑 относящуюся к 

инерционным параметрам начального, промежуточного и конечного звеньев. 

Введем обозначение: 𝑚𝑚𝑑𝑑 - приведенная масса начального, промежуточного и 

конечного звеньев, М – масса подвижных элементов, связанных с движением 

инструмента, соответственно 𝑇𝑇𝐻𝐻 𝑇𝑇𝐾𝐾 𝑇𝑇П – кинетическая энергия указанных 

звеньев, их скорость определяется скоростями первой и второй 

кинематической пары. 
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Рис. 4.2 

 

Исходя из изложенного можно записать соотношения: 

𝑇𝑇𝑚𝑚𝑑𝑑 =
𝑚𝑚𝑑𝑑 ∙ 𝐿𝐿2

3 ∙ �
�𝑑𝑑𝑞𝑞1𝑑𝑑𝑑𝑑 �

2
+ �𝑑𝑑𝑞𝑞2𝑑𝑑𝑑𝑑 �

2

2 � 

 

Это выражение для кинетической энергии, где все обозначения 

пояснены выше. Кинетическая энергия всего механизма равна.  

𝑇𝑇𝑚𝑚𝑑𝑑 = 𝑇𝑇Н + 𝑇𝑇П + 𝑇𝑇𝐾𝐾 

𝑇𝑇 = 𝑇𝑇Н + 𝑇𝑇П + 𝑇𝑇𝐾𝐾 + 𝑇𝑇𝑚𝑚 

 

Приведем выражение для кинетической энергии отдельных звеньев 

𝑇𝑇𝐻𝐻 = 𝐽𝐽𝐻𝐻 ∙
�𝑑𝑑𝑞𝑞1𝑑𝑑𝑑𝑑 �

2
+ �𝑑𝑑𝑞𝑞2𝑑𝑑𝑑𝑑 �

2

2  

𝑇𝑇𝐾𝐾 = 𝐽𝐽𝐾𝐾 ∙
�𝑑𝑑𝑞𝑞1𝑑𝑑𝑑𝑑 �

2
+ �𝑑𝑑𝑞𝑞2𝑑𝑑𝑑𝑑 �

2

2  
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𝑇𝑇П = 𝑚𝑚П ∙ 𝐿𝐿2 ∙ �
�𝑑𝑑𝑞𝑞1𝑑𝑑𝑑𝑑 �

2
+ �𝑑𝑑𝑞𝑞2𝑑𝑑𝑑𝑑 �

2

2 � 

𝑇𝑇𝑚𝑚 = 𝑚𝑚 ∙

⎝

⎛
�𝑑𝑑𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑�

2
+ �𝑑𝑑𝑦𝑦𝑑𝑑𝑑𝑑�

2
+ �𝑑𝑑𝑧𝑧𝑑𝑑𝑑𝑑�

2

2
⎠

⎞ 

 

Момент инерции начального и конечного звеньев равен. 

𝐽𝐽𝐾𝐾 =
𝑚𝑚𝐾𝐾 ∙ 𝐿𝐿2

3  

𝐽𝐽𝐻𝐻 =
𝑚𝑚𝐻𝐻 ∙ 𝐿𝐿2

3  

 

Исходя из изложенного имеем. 

𝑚𝑚𝑑𝑑 ∙ 𝐿𝐿2 ∙ �
�𝑑𝑑𝑞𝑞1𝑑𝑑𝑑𝑑 �

2
+ �𝑑𝑑𝑞𝑞2𝑑𝑑𝑑𝑑 �

2

2 � = 

= �𝑚𝑚П ∙ 𝐿𝐿2 + 𝑚𝑚П ∙
𝐿𝐿2

3 + 𝑚𝑚𝐾𝐾 ∙
𝐿𝐿2

3 �
∙
�𝑑𝑑𝑞𝑞1𝑑𝑑𝑑𝑑 �

2
+ �𝑑𝑑𝑞𝑞2𝑑𝑑𝑑𝑑 �

2

2  

 

Приведем выражение для кинетической энергии отдельных звеньев, 

при этом запишем уравнение для приведенной массы, соответствующей 

моментам инерции начальному, конечного и промежуточного звеньев.  

𝑚𝑚𝑑𝑑 = 𝑚𝑚П +
𝑚𝑚Н

3 +
𝑚𝑚К

3  

 

где 𝑚𝑚П, 𝑚𝑚Н, 𝑚𝑚К - массы соответствующих звеньев. 

Составим уравнения динамики для эквивалентного механизма (Рис. 4.1), 

соответствующие принципу Даламбера – Лагранжа. Согласно этому подходу, 
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сума элементарных работ всех активных сил и сил инерции на любом 

возможном перемещении равна нулю. 

𝑚𝑚 ∙
𝑑𝑑2𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑡𝑡2 ∙ 𝛿𝛿𝑥𝑥 + 𝑚𝑚𝑑𝑑 ∙

𝑑𝑑2𝑥𝑥𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡2 ∙ 𝛿𝛿𝑥𝑥 ∙

𝜕𝜕𝑥𝑥𝑑𝑑
𝜕𝜕𝑥𝑥 + 𝑚𝑚𝑑𝑑 ∙

𝑑𝑑2𝑦𝑦𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡2 ∙

𝜕𝜕𝑦𝑦𝑑𝑑
𝜕𝜕𝑥𝑥 ∙ 𝛿𝛿𝑥𝑥 + 𝑚𝑚𝑑𝑑 ∙

𝑑𝑑2𝑧𝑧𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡2 ∙

𝜕𝜕𝑧𝑧𝑑𝑑
𝜕𝜕𝑥𝑥 ∙ 𝛿𝛿𝑥𝑥

− 𝑀𝑀1 ∙ 𝛿𝛿𝑥𝑥 ∙
𝜕𝜕𝑞𝑞1
𝜕𝜕𝑥𝑥 −𝑀𝑀2 ∙ 𝛿𝛿𝑥𝑥 ∙

𝜕𝜕𝑞𝑞2
𝜕𝜕𝑥𝑥 − 𝑃𝑃3 ∙ 𝛿𝛿𝑥𝑥 ∙

𝜕𝜕𝑞𝑞3
𝜕𝜕𝑥𝑥 = 0 

 

𝑚𝑚 ∙
𝑑𝑑2𝑦𝑦
𝑑𝑑𝑡𝑡2 ∙ 𝛿𝛿𝛿𝛿 + 𝑚𝑚𝑑𝑑 ∙

𝑑𝑑2𝑥𝑥𝑑𝑑
𝑑𝑑2𝑡𝑡 ∙ 𝛿𝛿𝛿𝛿 ∙

𝜕𝜕𝑥𝑥𝑑𝑑
𝜕𝜕𝑦𝑦 + 𝑚𝑚𝑑𝑑 ∙

𝑑𝑑2𝑦𝑦𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡2 ∙

𝜕𝜕𝑦𝑦𝑑𝑑
𝜕𝜕𝑦𝑦 ∙ 𝛿𝛿𝛿𝛿 + 𝑚𝑚𝑑𝑑 ∙

𝑑𝑑2𝑧𝑧𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡2 ∙

𝜕𝜕𝑧𝑧𝑑𝑑
𝜕𝜕𝑦𝑦 ∙ 𝛿𝛿𝛿𝛿

−𝑀𝑀1 ∙ 𝛿𝛿𝛿𝛿 ∙
𝜕𝜕𝑞𝑞1
𝜕𝜕𝑦𝑦 −𝑀𝑀2 ∙ 𝛿𝛿𝛿𝛿 ∙

𝜕𝜕𝑞𝑞2
𝜕𝜕𝑦𝑦 − 𝑃𝑃3 ∙ 𝛿𝛿𝛿𝛿 ∙

𝜕𝜕𝑞𝑞3
𝜕𝜕𝑦𝑦 = 0 

 

𝑚𝑚 ∙
𝑑𝑑2𝑧𝑧
𝑑𝑑𝑡𝑡2 ∙ 𝛿𝛿𝛿𝛿 + 𝑚𝑚𝑑𝑑 ∙

𝑑𝑑2𝑥𝑥𝑑𝑑
𝑑𝑑2𝑡𝑡 ∙ 𝛿𝛿𝛿𝛿 ∙

𝜕𝜕𝑥𝑥𝑑𝑑
𝜕𝜕𝑧𝑧 + 𝑚𝑚𝑑𝑑 ∙

𝑑𝑑2𝑦𝑦𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡2 ∙

𝜕𝜕𝑦𝑦𝑑𝑑
𝜕𝜕𝑧𝑧 ∙ 𝛿𝛿𝛿𝛿 + 𝑚𝑚𝑑𝑑 ∙

𝑑𝑑2𝑧𝑧𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡2 ∙

𝜕𝜕𝑧𝑧𝑑𝑑
𝜕𝜕𝑧𝑧 ∙ 𝛿𝛿𝛿𝛿

− 𝑀𝑀1 ∙ 𝛿𝛿𝛿𝛿 ∙
𝜕𝜕𝑞𝑞1
𝜕𝜕𝑧𝑧 −𝑀𝑀2 ∙ 𝛿𝛿𝛿𝛿 ∙

𝜕𝜕𝑞𝑞2
𝜕𝜕𝑧𝑧 − 𝑃𝑃3 ∙ 𝛿𝛿𝛿𝛿 ∙

𝜕𝜕𝑞𝑞3
𝜕𝜕𝑧𝑧 = 0 

 

Здесь 𝑀𝑀1, 𝑀𝑀2, 𝑃𝑃3 – моменты и силы, действующие в приводах, 𝑥𝑥, 𝑥𝑥𝑑𝑑…𝑧𝑧, 

𝑧𝑧𝑑𝑑 – координаты соответствующих элементов системы, масса которых 𝑚𝑚 и 𝑚𝑚𝑑𝑑, 

𝑞𝑞1, 𝑞𝑞2, 𝑞𝑞3 – обобщенные координаты, 𝛿𝛿𝑥𝑥, 𝛿𝛿𝑦𝑦, 𝛿𝛿𝑧𝑧 – элементарные перемещения 

по абсолютным координатам. 

Учтем кинематические соотношения, обусловленные особенностями 

механизма, а также ранее рассмотренным выкладкам:  

𝑥𝑥𝑑𝑑 = 𝑥𝑥 ∙ 𝐿𝐿
𝑞𝑞3

   𝑦𝑦𝑑𝑑 = 𝑦𝑦 ∙ 𝐿𝐿
𝑞𝑞3

 𝑧𝑧𝑑𝑑 = 𝑧𝑧 ∙ 𝐿𝐿
𝑞𝑞3

 

 

Здесь все обозначения объяснены выше. Исходя из приведенных 

выражений, можно найти кинематические параметры движения массы 𝑚𝑚𝑑𝑑. 
𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑑𝑑 =

𝜕𝜕𝑥𝑥
𝜕𝜕𝑞𝑞1

∙
𝑑𝑑𝑞𝑞1
𝑑𝑑𝑑𝑑 +

𝜕𝜕𝑥𝑥
𝜕𝜕𝑞𝑞2

∙
𝑑𝑑𝑞𝑞2
𝑑𝑑𝑑𝑑 +

𝜕𝜕𝑥𝑥
𝜕𝜕𝑞𝑞3

∙
𝑑𝑑𝑞𝑞3
𝑑𝑑𝑑𝑑  
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𝑑𝑑2𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑡𝑡2 =

𝜕𝜕𝑥𝑥
𝜕𝜕𝑞𝑞1

∙
𝑑𝑑2𝑞𝑞1
𝑑𝑑𝑡𝑡2 +

𝜕𝜕𝑥𝑥
𝜕𝜕𝑞𝑞2

∙
𝑑𝑑2𝑞𝑞2
𝑑𝑑𝑡𝑡2 +

𝜕𝜕𝑥𝑥
𝜕𝜕𝑞𝑞3

∙
𝑑𝑑2𝑞𝑞3
𝑑𝑑𝑡𝑡2 +

𝜕𝜕2𝑥𝑥
𝜕𝜕𝑞𝑞12

∙ �
𝑑𝑑𝑞𝑞1
𝑑𝑑𝑑𝑑 �

2

+ 2 ∙
𝜕𝜕2𝑥𝑥

𝜕𝜕𝜕𝜕1 ∙ 𝜕𝜕𝑞𝑞2

∙
𝑑𝑑𝑞𝑞1
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙

𝑑𝑑𝑞𝑞2
𝑑𝑑𝑑𝑑 + 2 ∙

𝜕𝜕2𝑥𝑥
𝜕𝜕𝑞𝑞1 ∙ 𝜕𝜕𝑞𝑞3

∙
𝑑𝑑𝑞𝑞1
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙

𝑑𝑑𝑞𝑞3
𝑑𝑑𝑑𝑑 + 2 ∙

𝜕𝜕2𝑥𝑥
𝜕𝜕𝑞𝑞2 ∙ 𝜕𝜕𝑞𝑞3

∙
𝑑𝑑𝑞𝑞2
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙

𝑑𝑑𝑞𝑞3
𝑑𝑑𝑑𝑑

+
𝜕𝜕2𝑥𝑥
𝜕𝜕𝑞𝑞22

∙ �
𝑑𝑑𝑞𝑞2
𝑑𝑑𝑑𝑑 �

2

+
𝜕𝜕2𝑥𝑥
𝜕𝜕𝑞𝑞32

∙ �
𝑑𝑑𝑞𝑞3
𝑑𝑑𝑑𝑑 �

2

 

 

𝑑𝑑2𝑦𝑦
𝑑𝑑𝑡𝑡2 =

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞1

∙
𝑑𝑑2𝑞𝑞1
𝑑𝑑𝑡𝑡2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞2

∙
𝑑𝑑2𝑞𝑞2
𝑑𝑑𝑡𝑡2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞3

∙
𝑑𝑑2𝑞𝑞3
𝑑𝑑𝑡𝑡2 +

𝜕𝜕2𝑦𝑦
𝜕𝜕𝑞𝑞12

∙ �
𝑑𝑑𝑞𝑞1
𝑑𝑑𝑑𝑑 �

2

+ 2 ∙
𝜕𝜕2𝑦𝑦

𝜕𝜕𝜕𝜕1 ∙ 𝜕𝜕𝑞𝑞2

∙
𝑑𝑑𝑞𝑞1
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙

𝑑𝑑𝑞𝑞2
𝑑𝑑𝑑𝑑 + 2 ∙

𝜕𝜕2𝑦𝑦
𝜕𝜕𝑞𝑞1 ∙ 𝜕𝜕𝑞𝑞3

∙
𝑑𝑑𝑞𝑞1
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙

𝑑𝑑𝑞𝑞3
𝑑𝑑𝑑𝑑 + 2 ∙

𝜕𝜕2𝑦𝑦
𝜕𝜕𝑞𝑞2 ∙ 𝜕𝜕𝑞𝑞3

∙
𝑑𝑑𝑞𝑞2
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙

𝑑𝑑𝑞𝑞3
𝑑𝑑𝑑𝑑

+
𝜕𝜕2𝑦𝑦
𝜕𝜕𝑞𝑞22

∙ �
𝑑𝑑𝑞𝑞2
𝑑𝑑𝑑𝑑 �

2

+
𝜕𝜕2𝑦𝑦
𝜕𝜕𝑞𝑞32

∙ �
𝑑𝑑𝑞𝑞3
𝑑𝑑𝑑𝑑 �

2

 

𝑑𝑑2𝑧𝑧
𝑑𝑑𝑡𝑡2 =

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞1

∙
𝑑𝑑2𝑞𝑞1
𝑑𝑑𝑡𝑡2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞2

∙
𝑑𝑑2𝑞𝑞2
𝑑𝑑𝑡𝑡2 +

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑞𝑞3

∙
𝑑𝑑2𝑞𝑞3
𝑑𝑑𝑡𝑡2 +

𝜕𝜕2𝑧𝑧
𝜕𝜕𝑞𝑞12

∙ �
𝑑𝑑𝑞𝑞1
𝑑𝑑𝑑𝑑 �

2

+ 2 ∙
𝜕𝜕2𝑧𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕1 ∙ 𝜕𝜕𝑞𝑞2
∙
𝑑𝑑𝑞𝑞1
𝑑𝑑𝑑𝑑

∙
𝑑𝑑𝑞𝑞2
𝑑𝑑𝑑𝑑 + 2 ∙

𝜕𝜕2𝑧𝑧
𝜕𝜕𝑞𝑞1 ∙ 𝜕𝜕𝑞𝑞3

∙
𝑑𝑑𝑞𝑞1
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙

𝑑𝑑𝑞𝑞3
𝑑𝑑𝑑𝑑 + 2 ∙

𝜕𝜕2𝑧𝑧
𝜕𝜕𝑞𝑞2 ∙ 𝜕𝜕𝑞𝑞3

∙
𝑑𝑑𝑞𝑞2
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙

𝑑𝑑𝑞𝑞3
𝑑𝑑𝑑𝑑 +

𝜕𝜕2𝑧𝑧
𝜕𝜕𝑞𝑞22

∙ �
𝑑𝑑𝑞𝑞2
𝑑𝑑𝑑𝑑 �

2

+
𝜕𝜕2𝑧𝑧
𝜕𝜕𝑞𝑞32

∙ �
𝑑𝑑𝑞𝑞3
𝑑𝑑𝑑𝑑 �

2

 

 

𝑑𝑑𝑥𝑥𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 =

𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙

𝐿𝐿
𝑞𝑞3
− 𝑥𝑥 ∙

𝐿𝐿 ∙ 𝑑𝑑𝑞𝑞3𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑞𝑞32

 

𝑑𝑑2𝑥𝑥𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡2 =

𝑑𝑑2𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑡𝑡2 ∙

𝐿𝐿
𝑞𝑞3
− 2 ∙

𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙

𝐿𝐿 ∙ 𝑑𝑑𝑞𝑞3𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑞𝑞32

+ 𝑥𝑥 ∙
2 ∙ 𝐿𝐿 ∙ 𝑑𝑑

2𝑞𝑞3
𝑑𝑑𝑡𝑡2

𝑞𝑞33
 

𝑑𝑑𝑦𝑦𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 =

𝑑𝑑𝑦𝑦
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙

𝐿𝐿
𝑞𝑞3
− 𝑥𝑥 ∙

𝐿𝐿 ∙ 𝑑𝑑𝑞𝑞3𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑞𝑞32

 

𝑑𝑑2𝑦𝑦𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡2 =

𝑑𝑑2𝑦𝑦
𝑑𝑑𝑡𝑡2 ∙

𝐿𝐿
𝑞𝑞3
− 2 ∙

𝑑𝑑𝑦𝑦
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙

𝐿𝐿 ∙ 𝑑𝑑𝑞𝑞3𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑞𝑞32

+ 𝑥𝑥 ∙
2 ∙ 𝐿𝐿 ∙ 𝑑𝑑

2𝑞𝑞3
𝑑𝑑𝑡𝑡2

𝑞𝑞33
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𝑑𝑑𝑧𝑧𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 =

𝑑𝑑𝑧𝑧
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙

𝐿𝐿
𝑞𝑞3
− 𝑥𝑥 ∙

𝐿𝐿 ∙ 𝑑𝑑𝑞𝑞3𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑞𝑞32

 

𝑑𝑑2𝑧𝑧𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡2 =

𝑑𝑑2𝑧𝑧
𝑑𝑑𝑡𝑡2 ∙

𝐿𝐿
𝑞𝑞3
− 2 ∙

𝑑𝑑𝑧𝑧
𝑑𝑑𝑑𝑑 ∙

𝐿𝐿 ∙ 𝑑𝑑𝑞𝑞3𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑞𝑞32

+ 𝑥𝑥 ∙
2 ∙ 𝐿𝐿 ∙ 𝑑𝑑

2𝑞𝑞3
𝑑𝑑𝑡𝑡2

𝑞𝑞33
 

 

Эти соотношения выражают скорость и ускорение звеньев   

рассматриваемого механизма, входящие в уравнение динамики.  

Далее рассмотрим примеры движения данного механизма при наличии 

различных законов требуемого движения. Пусть необходимо, чтобы законы 

изменения координат были бы 𝑥𝑥𝑡𝑡, 𝑦𝑦𝑡𝑡, 𝑧𝑧𝑡𝑡. 

Примем, что xt=0,1+0,01sin(ωt), yt=0,1+0,01cos(ωt), zt=0,1+0,01sin(ωt), 

ω=10рад/сек. При этом vxt=0,01ωcos(ωt), vyt=-0,01ωsin(ωt), vzt=0,01ωcos(ωt), 

axt=-0,01ω2 sin(ωt), ayt=-0,01ω2 cos(ωt), azt=-0,01ω2 sin(ωt). 

Параметры механизма следующие md = 0,2кг m=0,4кг. 

При определении обобщенных сил принимаем, что реальное ускорение 

должно быть равно сумме ошибки по положению выходного звена, 

умноженной на коэффициент Кп, и ошибки по скорости, умноженной на 

коэффициент Кс: 

ах= Кп(х- xt) + Кс(vxt- vx), 

ау= Кп(у- уt) + Кс(vуt- vу), 

аz= Кп(z- zt) + Кс(vzt- vz). 

В данном случае коэффициенты равны: Кn=7,2; Кс=0,12. 

Начальные условия принимЦаем такие, что скорости равны нулю, а 

значения координат:  

x0=0,11м, y0=0,12м, z0=0,15м. 

Из приведенных выше уравнений динамики вначале на каждом шаге 

находим обобщенные силы. Далее на каждом шаге находим реальные 

ускорения и проводим интегрирование. Результаты работы программы (Рис. 

4.3) показывают, что система достаточно эффективно отрабатывает заданный 
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закон движения. На рисунках все обозначения соответствуют примененным 

выше, Dev означает отклонение. 

В случае изменения коэффициентов Кn=0,12, Кс=7,2 управление 

происходит не столь эффективно (Рис. 4.4). 
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Рис 4.3 
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Рис 4.4 
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Таким образом проведем динамический анализ механизма, 

обеспечивающего постоянство точки ввода выходного звена. Исследованная 

модель включала два тела и две степени свободы.  

 

4.2 Разработка действующей модели механизма обеспечивающего 
постоянство точки ввода выходного звена в рабочую зону. 

 

В данном параграфе представим конструкцию и некоторые параметры 

механизма обеспечивающего постоянство точки ввода выходного звена в 

рабочую зону. Данный механизм представляет собой один из вариантов тех 

устройств, которые получены на основе схемы, содержащей вращательный 

двигатель, установленный на основании, а также три последовательно 

расположенных вращательные кинематические пары, оси которых 

перпендикулярны оси двигателя, установленного на основании. 

Разработанный механизм содержит в себе две ременные передачи, и 

обеспечивает равенство углов поворота звена, сопряженного со вторым 

двигателем вращательного движения, ось которого пересекает под прямым 

углом ось первого двигателя (Рис. 4.5), и выходного звена. 

 
Рис. 4.5 

 



 
 

99 
 

Механизм размещен на основании (Рис. 4.5), первый и второй 

вращательные двигатели расположены с параллельными осями, на выходном 

звене размещен рабочий орган. 

Более подробно представим расположение двух двигателей, которые 

обеспечивают вращение выходного звена относительно осей x и y (Рис 4.6), 

эти двигатели расположены горизонтально с осями, параллельными друг 

другу. Один из двигателей поворачивает плоскость, в которой расположены 

начальное, промежуточное и конечное звенья. Второй двигатель изменяет 

конфигурацию расположения этих звеньев. Соответственно на выходе этого 

двигателя должна быть расположены коническая передача. На рисунке также 

представлена конструкция начального звена, которое с помощью 

подшипников сопряжено с основанием и последующим звеном.  

 

 
Рис 4.6 
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В кинематической цепи имеют место две ременные передачи. Одна из 

этих ременных передач сопрягает входное звено первого двигателя 

вращательного перемещения с промежуточным звеном (Рис. 4.7, Рис. 4.8)  

 
Рис. 4.7 
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Рис. 4.8 

Вторая ременная передача сопрягает начальное звено механизма и 

выходное звено механизма (Рис. 4.9). С помощью указанных ременных 

передач обеспечивается равенство углов поворота начального и выходного 

звеньев. 

 
Рис. 4.9 
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Вращательное движение инструмента, а также поступательное его 

движение обеспечиваются двигателями вращательного и поступательного 

перемещения, расположенными на выходном звене (Рис. 4.10) 

 

 
Рис. 4.10 

 

В результате экспериментального исследования установлено, что 

рабочая зона имеет вид (Рис. 4.11) пространственной фигуры, ограниченной 

конической поверхностью (угол при основании конуса равен 30º), а также 

двумя секторами сфер (радиус меньшей сферы равен 0,05 м, радиус большей 
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сферы равен 0,12 м). Также представлен разрез рабочей зоны (Рис. 4.12) 

плоскостью, проходящей через ось инструмента. 

 
Рис. 4.11 

 
Рис. 4.12 
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Для управления механизмом разработан соответствующее задающее 

устройство (джойстик), изготовленный механизм имеет четыре степени 

свободы. Экспериментально установленная повторяемость равна +-0,04 мм. 

Таким образом, в данном параграфе представлена действующая модель 

разрабатываемого механизма. 

 

Заключение. 

 

В данной работе решена научная задача синтеза механизмов, 

обеспечивающих постоянство точки ввода инструмента (рабочего органа) в 

рабочую зону, а также разработаны методики кинематического 

динамического анализа, создана действующая модель. Основные результаты 

работы: 

1) Синтезированы два механизма, обеспечивающие постоянство 

точки ввода инструмента в рабочую зону, один из механизмов содержит 

конические передачи, другой ременные передачи. 

2) Разработана методика кинематического анализа и представлено 

решение задач о положениях, скоростях и ускорениях, основанное на 

дифференцировании уравнений связи и на векторном вычислении. 

3) Разработана методика динамического анализа, основанная на 

принципе Даламбера - Лагранжа. Разработаны программы динамического 

анализа и решены конкретные примеры. 

4) Разработана действующая модель одного из механизма, 

содержащая ременные передачи. Определены характеристики данной модели, 

в частности рабочая зона и точность. 

По работе можно сделать следующие выводы: 

1) Механизм, обеспечивающий постоянство точки ввода 

инструмента в рабочую зону и включающий в себя три последовательно 

расположенные кинематические пары с параллельными осями, может быть 

построен таким образом, что вращение в упомянутых трех вращательных 
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парах согласовано. Указанное согласование может быть обеспечено с 

помощью шарнирных параллелограммов, конических передач и ременных 

передач. 

2) При кинематическом анализе механизмов, обеспечивающих 

постоянство точки ввода инструмента в рабочую зону, целесообразно 

использовать дифференцирование неявных функций, выражающих 

взаимосвязь между абсолютными и обобщёнными координатами. Особые 

положения соответствуют нулевому значению третьей обобщённой 

координаты, а также значениям 𝜋𝜋
2
 первой и второй обобщенных координат. 

3) При динамическом анализе целесообразно представить 

механизм, обеспечивающий постоянство точки ввода инструмента в рабочую 

зону, в виде двухмассовой системы с тремя степенями свободы и использовать 

принцип Даламбера - Лагранжа. Управление, учитывающее отклонения по 

положению и скорости выходного звена, обеспечивает заданную 

динамическую точность движения механизма. 

4) При разработке действующей модели механизма, 

обеспечивающего постоянство точи ввода инструмента в рабочую зону, 

наиболее простая конструкция обеспечивается при использовании ременных 

передач. Рабочая зона имеет вид пространственной фигуры, ограниченной 

конической поверхностью (угол при основании конуса равен 20°), а также 

двумя секторами сфер (радиус меньшей сферы равен 0,05 м радиус меньшей 

сферы равен 0,12 м). 
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